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ABSTRACT
In this paper, we study many algorithm such as:

- Standard algorithms: itérative and closed form ones (ALGO-I TER & ALGO-DIR) {chap I} and
the algorithms using segmentation (ALGO-I TER-S & ALGO-DIR-S) {chap I}.
- We also use these algorithms to reconstruct sequences from degraded phase {chap | 11}.

A set of experimentsis used to study the effects of the additive noise on signal
reconstruction. It showsthat standard algorithms are less efficient than those using the
segmentation.

An important result appear : the reconstruction error for an ‘M’ sequence samples using
the segmentation by 'NS' is equivalent to those obtained with a standard algorithm for another
sequence samples which length is™ N=NS". This displays the advantage of the segmentation on
signal reconstruction.

&aluuuulUo

iaRaac ION UaaaC CaaEaEa Yi AUCIE ERaeia CAAOCNCE ExCOGE CadaN Cagivi
Yi YPRNEiA :
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CaAaeal EEaEa Vi INQOE (;alaeQNOa@E (;aUQhE ((;aE(;E (;aAaea) QaaaelaeIE i
BC;aIaeC;NOalE C;aaEC;ONE & CaleeCNOEIE C}aEl Ebaea Ui CA4ERNCN | e
CalaeCNO&iICE CaEi EOEUaa EpOia CAAOCNCE (CAECE CAECai) | AAC CAECAIE Yai
E4R CaEi Epesed EERzia CAAOCNCE Ui @Nib CageeN CadiYi CadaOael ECa0=0CA
(CAECE G4ECAE) .

paaC EaPCNAE CaleeCNOEICE CAUCIIE e EaR CAEO EOEUEA CAEPOIa | zellac &ba
CaAIINE AREN YUCAIE 34 OCEPCEAC | 4C 34 aCIiE O&a CAIOCE & aC &a acCliE
CaaaCUE Ol caba0CA .

aOE&El Aa ERzia AOCNE 4C @2eadC " M " aPOAE Adl AIOCA @eed CAlOA & " N.S "
iReed AGCEPC abaR Caalda Uaid Ua @Nib CaleeCNOAIE CAUCIHE | AAOCNE @eeddC " N
_NS "

& EQaEQal iEEia 44C PiaE CaleeCNOAICE CaEi EOEUa4A CAEPOIA .

RESUME

On peut subdiviser les travaux contenus dans ce mémoire en deux parties: I’une concerne
I’ étude des algorithmes standards ( Algo-Dir et Algo-Iter (CHAP.I)) et les algorithmes utilisant
une segmentation ( Algo-Dir-S et Algo-Iter-S (CHAP.I1 ), I’autre partie concerne I’ é&ude de ces
algorithmes en présence du bruit blanc (CHAP.111).

Une étude comparative des performances de ces algorithmes a montré que les algorithmes
utilisant une segmentation sont plus intéressants tant au point de vue calcul que du point de vue
robustesse au bruit.

Un résultat important a été mis en relief: I’erreur de reconstruction pour une suite de
longueur M quelconque segmentée avec NS est équivalente a celle obtenue avec un algorithme
sans segmentation pour une suite delongueur N = NS.

Ceci explique I'intérét de |’ approche de la reconstruction en utilisant une segmentation.

CHAPITRE | ‘ALGORITHMES STANDARDS

[.1 INTRODUCTION

Hays et al [2] ont montré, moyennant des conditions satisfaites par la plupart des
signaux rencontrés dans la pratique, gue la reconstruction des signaux a partir de leur phase
spectrale est possible.

Les conditions nécessaires et suffisantes de reconstruction sont données par les théorémes
(1.2, 1.3). Cesrésultats ont permis de mettre en oeuvre deux types d' algorithmes qui permettent la
reconstruction d'un signal a partir de la phase. L’algorithme itératif (1.4.1) qui nécessite un
ensemble d’itérations pour atteindre la solution alors que I’ algorithme direct (1.4.2) ne nécessite
gu’une seule itération qui consiste a inverser une matrice. Une discussion sur les avantages et
inconvénients de ces deux algorithmes standards sera donnée.
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La reconstruction de signal a partir de la phase a été intensivement utilisée pour des
signaux dont la phase a été sauvegardée alors que |'amplitude spectrale a été entiérement
détériorée[1].

Nous donnons un exemple illustratif, la figure I.1.a. représente un signal image dont
I'amplitude a été dégradée par le bruit, alors que sa phase a été retenue intacte. La figure 1.1.b.
représente I'image reconstruite.

Nous remarquons que |'image ainsi reconstruite correspond a l'image d'origine.

@ (b)
AL R = B
4L.I-I | . 4r

- !', ]

. -_='| | :u—
[

n .. ] n
[ |
| | |
181 1 18F
nt 1 mm . ! a0t
2 4 B B m 12 1 1\ 1

figurel.1l Reconstruction d’ une image:

a) image 20x20 pixels dont I’amplitude est bruitée.

b) image reconstruite a partir de la phase spectrale del’image a).

Nous remarguons gque I’ image reconstruite en b) est indiscernable de I’'image d’ origine.

|.2 THEOREME1
[.2.1 Enoncé

« Soient x(n) et y(n) deux suites de longueur finie dont les transformées enz n’ont pas de zéros sur le
cercle unité ou par paires réci proques conjuguées.

S Ph(w) = Ph(w)," w
dors x(n) = b.y(n), avec b congtante postive; et

S tg(Ph(w)) = tg(Ph(w)), " w
dors x(n) = b.y(n), avec b condanterédle » [2].
avec Ph(w) et Ph,(w) représentent respectivement les phases de X(2) et Y (2).

|.2.2 Démonstration

S les transformées en z des deux suites x(n) et y(n) N’ ont pas de zéros par paire réciprogque ou sur le
cercle unité, implique que:

S X(z)=0P X(Vz)* 0,
8
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e
SY@)=0b YWz 0.

Soit g(n) une suite de longueur finie qui est définie comme suit:
g(n) =x(n) A y(-n) (I-1)

Satrandformée en z, G(2) est:

G(2) =X(2) .Y(1/2) (1-2)
guel’ on peut écrire comme suit:
G(2) = V45(2) 2 exp(jPhy(w)) (1-3)
enutilisant (I-2) on a
G(2) = VX(2)2Y2 (Uz)"/2exp(j (Ph(w)-Phy(w)) (1-4)
dou
Phy(w) = Ph(w)-Phy(w) (1-5)

avec Ph(w) et Ph,(w) représentent respectivement les phases de X(2) et Y (2).

S Ph(w) = Phyw) b Phy(w) =0,
S to(Ph(w)) = tg(Phy(w)) P Phy(w)={ Ooup}.

En remplagant Phy(w) dans (I-3), on abouitit &

G(2) = V&5(2) V2exp(jPhy(w))
p G(2) = Y43(2)Y2cos(Phy(w)) (1-6)

A partir de (I-6), on déduit que:
G(2) est rédleet pareb G(2) = G(1/2). (I-7)

A partir de (I-7), on trouve que G(z) a des zé&os par paire réciproque.

Si on pose que 7 est un zéro pour G(2):

p G(z) =0et G(l/z) =0.
A partir de (I-2) et (I-7):
G(20) = X(20).Y(Vz) =0 (1-8)
et
G(z) = X(Vz).Y(z) =0 (1-9)
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Si 7 est un zé&ro pour X(2) & G(2), ceci implique que X(z,)=0, or par hypothese X(z) N’ admet pas
des zéros par paires réciproques ou sur le cercle unité, donc X (1/z)! 0, en comparant ces résultats avec les
deux formules (1-8) et (1-9),on trouve que Y (z) = 0 et Y (1/z5)* O (par hypothese).

En conclusion, les zéros de X(2) et Y (2) sont identiques.
A partir de (I-2) et (I-7), ona
G(2) = X(2).Y(1/2)
G(2 =X(1/2).Y(2
G(2) _ X1/2) v

? X(2) = Y(1/Z) Y(@/Z) (2)
b X@)=bY (@) (1-10)
x(n) =b.y(n) (1-11)

En remplacant (I-11) dans (I-1), on trouve que:

o(n) =b.y(n) A y(-n)
G(@) =b.Y(2).Y(U2) (1-12)

A partir de (I-3) et (I-12) on a

G(2) = Vi5(2)Vexp(jPhy(w)) = Vb Y2V (2)'/2Y2 (Uz) Vexplj (Phd(w)-Phy(w))].
On remarque que;

S Ph(w) = Phy(w) P Phy(w) = Ph(w)-Ph(w) =0
P b est une congtante positive;
S tg(Ph(w)) = tg(Ph(w)) P Phy(w) ={0ou p}

P b est une constante rédle.
1.3 THEOREME 2
1.3.1 Enoncé

« Soient x(n) et y(n) deux suites de longueur finie qui sont nulles en dehors de l'intervalle [0, N-1] dont
les transformeées z n'ont pas de zéros sur le cercle unité ou par paires réciprogues conjuguées.

S Ph(w) = Ph(w) a(N-1) fréquences diginctes dansl'intervalle O<w<p dors
x(n) = b.y(n) avec b congtante postive.

S tan(Ph(w)) = tan(Ph(w)) a(N-1) fréquences diginctes dansl'intervalle O<w<p dors.
x(n) =b.y(n) avec b conganterédle » [2].
avec Ph(w) et Ph,(w) représentent respectivement les phases de X(2) et Y (2).

1.3.2 Démonstration

Lavdidité de ce théoréme suit d'une maniére presque identique celle du théoréme 1(1.2).

Soit une séquence de longueur finie g(n) pour laguele g(n) = 0 en dehors de l'intervale de
(-N+1) £n£(N-1)

10
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et soit  G(w) = Y45(w)vzexp(j.Phy (w)), latransformée de Fourier de g(n) avec la phase Ph, (w) égde a0
oup a(N-1) fréquencesdiginctesw, , W, ,...., W, , entre0 et p c’'est-a-dire,

Phy (W) =0oup pourk=1.2,..,.N-1.
avecw, ' wj pourk®* | e O<w.<p pourk=12,..N-1

donc, G(w,) est réd et
IM[G(w,)] = hé g(n).sn(nw,) =0

n=-N+1
-1

donc él. o-n).&n(-nwy) + ad g(n).sn(nw) =0

-N+1 1

puis -hg.l o(-n).sn(n.w) + gl g(n).sn(nw) =0

N 1
ceci et équivdental A  (g(n)-g(-n)).sin(n.wi) = O] pour n=1,.... ,N-1.

Ceci sgnifie que g(n) est une squence paire.

Consdérons a présent x(n) et y(n) satisfont les conditions de ce théoreme et qui ont la méme phase
a(N-1) fréquences digtinctes entre 0 et p, définissons g(n) par:
9(n) =x(n) A y(-n).

puisque g(n) = 0 horsl'intervalle -(N+1) £n£(N-1) et Phy(wy) =0ou p,
avec W1 wg pourkl et O<wg<p pourk=1,.., N-1;
aors, g(n) est une séquence paire.

De méme que le théoréme 1, on conclut que:

x(n) = b.y(n)
avec b congante S les échantillons de la phase de x(n) et de y(n) sont égauix, et rédle s les tangentes des
échantillons de la phase sont égaux. Quoique, ce théoreme exige que x(n) soit une séquence tout zéros.

|.4 PRESENTATION DESALGORITHMES

Le théoreme 1 (1.2) nécessite la connaissance de la phase sur tout I'intervalle [0, p], dors que le
théoreme 2 (1.3) nécessite la connaissance de la phase sur un nombre fini de points sur I'intervale [0, p].
Ce théoréme a permis de mettre en oeuvre deux agorithmes, le premier qui et un «Algorithme itératif
(Algo-Iter) » nécessite plusieurs itérations pour ateindre la solution désrée, tandis que le deuxiéme

agorithme que nous nommerons par «Algorithme direct (Algo-Dir) », nécessite une seule itération pour
larecongtruction du signd.

.41 PRESENTATION DE L’ALGORITHME ITERATIF
[.4.1.1 Définition

1
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Cet dgorithme exploite le fait que, dans le domaine tempord, la longueur du signd est connue, et
dans le domaine fréquentiel la phase du sgnd est connue. Et donc, I"dgorithme consigte a faire des dler-
retour du domaine temporel au domaine frégquentiel tout en exploitant ces deux connaissances[2].

1.4.1.2 Algorithme Itératif (Algo-lter)

Nous avons distingué deux étapes dans I'dgorithme. La partie ‘Andyse consste a condruire le
vecteur phase qui sera utilisé pour la recongtruction du signd. La partie synthése consste a recongtruire le
signa apartir de la phase obtenue dans |’ é&ape ‘ Analyse'.

a) Partieanalyse
On congdére x(n) une suite de support [0, N-1].

1)-Lecture de lasuite d origine x(n) de support [0, N-1];
2)-Détermination du vecteur phase Ph, par laFFT (Latransformée de Fourier rapide) de x(n):

Phy, ={ Phy,Php,......... Phya ).
b) Partie synthese

LaFFT aM points de x(n) est:
X(K) = ¥X(K)v2exp(j.Ph(k)) ou M3 2.N.

Donc, une technique itérative pour recongtruire X(n) a partir de N échantillons de sa phase «Ph,(k) », avec
k=0, 1, 2....... , M-1, et décrite comme suiit:

Etapel
12Xo(K)¥2est une désignation initide de I’ amplitude de la FFT de la séquence inconnue a une vaeur
unité comme exemple’1’, donc,
Xa(k) = ¥Xo(K)¥2exp(j.Ph(K))

puis, on cacule la FFT inverse de «Xy(k)» d ou provient x1(n). Puisque la FFT et faite sur M points,
aors, x(n) est une séquence de longueur M.

Etape 2
Fenétrage de x3(n) pour aboutir ay;(n).

x1(n) O£n£N-1
ya(n) = ‘l7
=0 NE£nf£ M-1

Etape 3
Cdcul delaFFT dey,(n):
Y(k) = %Y 1(k)¥2 exp(j.Ph(K)) sur M points et prendre I'amplitude
Y2 1(k)¥2 qu'on conddére comme une nouvelle esimation de  ¥2X(K)¥2 et on associant auss a cette
amplitude |la phase exacte de x(n), donc on aura
X2(k) = ¥2Y1(k)72exp(j.Ph(K))

12
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Dela, une nouvele estimation xx(n) est obtenue a partir de la FFT inverse de « Xo(K)».
Une gpplication répétitive de I’ &ape 2 et 3 définit I’ itération.

Uneillustration de cet dgorithme itératif utilisant [a TF et laTFI est décrite danslafigurel.2.
%(n) Yo(N) Yo(k) Xp+a(K) Xpr1(N)
| fenétrage de T.F. phx(k)  phy(k) T.FI

( " OEnEN > > > ! ’

Figurel.2. schéma bloc del’algorithme itératif.

¢) Convergencedel’Algorithme

Dans cette procédure itérative, | erreur quadratique totae entre x(n) et son estimation X,(n) diminue
aprés chague itération. Soit «X,(n) » I'estimation gprés piéme itération, dors, I'erreur est définie comme
auit:

Ep=3 {xO-xm}?

D’ gprés le théoréme de PARSEVAL on a

Ep=UM Mé_l X (K)-Xp(K) 2.
puisgue X (k) et Xy(k) ont laméme phase donc: -

Ep=1M Mé_l [VX (k) Y2¥2Xp(K)¥32

k=0
M-1

Ep=1UM .Q [¥X(K) Y2 ¥4 pa(K)¥42
k=0

En utilisant I"inégdlité de triangle pour la différence des vecteurs s Phy(K) = Phya(K)
oU « Phy.1(K) » est la phase de Y.1(k) donc on aura:

M-1
Ep£ UM . & ¥X(K) -Ypa(K) Y2
k=0

En utilisant encore le théoréme de PARSEV AL on aura:
M-1
Ep £UM.Q {X(M- ypa(n)}?
n=0
puisque Yo1(N) = Xpa(N) pour O£ n£ N-1
Yp-1(N) = X(n) = 0 pour NE N £M-1.
dors
Mfl Mfl
a (X You(MIZEQ {X(M) - Xpa()}2= Ep-1

n=0 n=0

Avec cette égdité s et sulement S yp1(N) = %y-1(n) cependant:

Ep £ Ep-1

1S
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(1-13)

L’ expression (1.13) montre que I’ dgorithme converge mieux lorsgue le nombre d'itérations augmente.
d) L’Organigramme

‘I’Algorithme I tér gtif ‘partie analyse
4
lecturedex(n) et N

L

extraction du vecteur phase phx.

b

sauvegarder
laphase phx, N et x(0).

I’ Algorithme | tératif 'partie synthese’
v

vecteur amplitudeinitial unitaire:
Xo(K)=1 k=1,2,..M

.<L

X (k) = ¥Xo(K)¥2exp(j.Ph(K))

ou k=12,...M
p=1let X=X,
N-Iter
non v oui
f P>N-Iter 1

X(Q) est laTF inverse de
de Xp(K)

<

filtrage de x,(n) pour avoir

X(N) = yp(n)= bx(n)
ol best lefacteur d échelle

l

calcul del’ erreur

Q@) MSE

¥

A

<
<

avec:
N-Iter: le nombre d'itérations
MSE: I erreur quadratique moyenne définit comme suiit,

14
< <

-4
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1% :
MSE = W* a (x(n) - x(n))? (1-14)

x(n): lasuite recondruite par I’ agorithme itératif.

.42 PRESENTATION DE L’ALGORITHME DIRECT (Algo-Dir)
|.4.2.1 Définition

Cet dgorithme permet la recongtruction du signa en une seuleitération.
Congdérons une suite rédle x(n) de support [0, N-1].

X(w) =TF(x(n)) = h5__1><(n) exp(- jnw)
P X(w)= glx(n) cos(- nw) + glx(n)sin(- nw)

X(w) = Né-.lx(n) cos(nw) - hg.lx(n)sin(nw)

n=0 n=0

Né-.lx( n) sin(nw)
b tg] Ph(w)] =- =t avec Ph(w): la phase de TR(xX(N)[3].
a x(n)cos(nw)

=0

=}

1.4.2.2 LesEtapesPrincipalesdel’ Algorithme

Etapel
l\b— 1
a x(n) sin(nw)
to[ Ph, w)] =- 23 2] (I-15)
a x(n)cos(nw)
n=0
Etape 2
D’ aprés le théoréme, on échantillonne tg[ Ph, (w)] en N-1 échantillons &N- 1 fréguences distinctes
Wy Wa s W -
avec:
O<wi <p (I-16)
et
K=1,2,0rereeee. N-1 (1-17)
on sat que
w, =2p kDf (1-18)
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donc pour arriver a(1-16), Df est choise comme suit:

0é2p: kDf &

1 1
b 0&ké— P 1EkE_—-1 (1-19)

on comparant I'inégdité (1-17) et (1-19) on trouve que:

1
Df = —
2N

1
P w, =2p .kDf :2p.km

W, =——
N (1-20)
avec: k=1,...,N-1

Etape 3
A partir de I"expression (I-15), on déduit un systéme d’ équation linéaire qu’ on peut résoudre a un

facteur multiplicatif prés avec:
-p £Ph(w) £p

ona

glx(n)sin(nwk)

tg(Phx (Wk)) =- N:(:I).

a x(n)cos(nw,)

0

=}

N1 N1
P Sr(F*l(V\&))é})Kn)OOS(W\L)L OOS(Hl(V\L))%Kn)Sir(W\&)
N1
P g[ér(ﬁl(\Nk)Nn)OOG(W\&) + oo P, (w))x(n) Sn(nw.)] = 0

N5 1
P n?(-)X(H)[OOS(”VVK)Sl'r\(PMM))+Sl'n(”\/\lK)<3fJE(F’fL(\/Vk))] =0

Né_lx(n)sm[(nwk) + Phy (wi )] =0 (1-21)

avec k=1,...N-1.

Le systeéme (1-21) peut S écrire sous cette forme:

16
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2 x()sinl(nw, ) + Ph, @,)] = - X(O'sin(Ph, (w,) (-22)

n=1

L’ équation (I-22) forme un systeme d éguation linéaire de (N-1) équations a (N-1) inconnues
(s x(0) est considéré connu ).

Laforme matricielle de ce systéme est comme suit:
sx =x(0).b (1-23)
S. ¢'est une matrice de dimension [N-1,N-1];
b: ¢ est un vecteur de longueur N-1;
X: le vecteur inconnu correspondant au sgnd recondiruit;
X(0): le premier dément non nul de la suit d origine.
Dans larésolution du systeme (I-23), on considéere deux cas.
a) Dansle cas ol x(0) est connu, on peut résoudre ce systéme d’ équation sans probleme
avec: x =x(0).s*.b (1-24)
b) Dansle cas contraire, on aura un systéme de (N-1) équations a N inconnues, aors, on pose:

n X 1

szzs b. (|-25)

Dans ce cas larésolution de ce systéme donne une suite recongtruite a un facteur multiplicatif prés.

- Leséément delamatrice ‘s e du vecteur ‘b’ son calculés comme suit;

s(k,n) = sin(nw, + Ph, (w,)) (1-26)
b(k) = - sin(Ph,(w,)) (1-27)
p .k
avec w, = W pour n=1,...,N-1 et k=1,...,N-1. (1-28)

1.4.2.3 Miseen OeuvredeL’Algorithme Direct (Algo-Dir)
Pour cet Algorithme, nous avons distingué deux étapes.
a) Partieanalyse

Il sagit d’extraire la phase du signd x(n). La démarche est identique a celle utilisée pour I Algo- Iter
(1.4.2.8)

17
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b) Partie synthése

A partir du vecteur phase Ph, ,on condruit la matrice ‘s et le vecteur ‘b’, en gopliquant les
expressions (1-26), (1-27) et (I-28), puis on résoud le systéme (1-23).

¢) Organigramme

L’ organigramme de la partie andyse et identique acdlui de |’ Algo-Iter (1.4.1 (d)).

I’algorithme direct ’partie synthése
v

L ecture du vecteur phase
Phx,x(0) et N.

b

Calcul delamatrices, levecteur b
et w.

'

Résolution du systéme
d’ équationslinéaire:

X =s".b=x/x0).

'

Cadlcul del’erreur MSE

.5 RESULTATS

Les deux agorithmes sandards Algo-Iter et Algo-Dir ont été réalisss et testés sur MATLAB. Une
étude expéimentae sur les performances de ces deux dgorithmes a &é effectuée sur plusieurs centaines de
ggnaux.

.51 RESULTATSDE ALGO-ITER

Les résultats obtenus pour Algo-Iter sont schématisés danslafigure 1.3 aet b:

On remarque que :
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*)La variaion du temps d'exécution et liée alalongueur de la séquence et du nombre des itérations ' est-
adire

- pluslalongueur de la séquence est grande, plus le temps CPU est grand,
- plusle nombre desitérations est grand, plus le temps CPU est grand.

*)L'erreur de reconstruction diminue avec lalongueur du signa arecongruire et le nombre des itérations

ik ‘ ‘ ———— 10"

MSE

le ternps CPLU (en secondes)

10" _ lihe -_ —
ik N-iter:nombre des itérations 10 10 N-ter:nombre des itérations 10
< M=440 - =64 o M=32 o h=1h HN=E RN =2 - N=440 - N=64 0 M=32 o N=16 H =8 R M=4, N=2
@ (b)

figure 1.3: 8 Représentation de la variation du temps CPU en fonction du nombre d'itérations pour plusieurs

longueurs de suites, b) représentation de la variation de I’ erreur quadratique moyenne (MSE) en fonction du nombre
desitérations pour plusieurslongueurs de suites (Algo-iter).

Ces remarques nous ménent vers des problémes tels que:

*)Pour des signaux de longueur trés grande, le calculateur est pratiquement incapable de retrouver le Sgna
acause de lalourdeur et lacomplexité des caculs.

*)Lefacteur déchelle: Le signd recongtruit est connu a un facteur multiplicatif pres du sgnd dorigine, dors,
il faudrait toujours connéitre sa premiére vaeur.

.52 RESULTATSDE ALGO-DIR

Les résultats obtenus pour Algo-Dir sont schématisés danslafigure 1.3:

19
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Les mémes remarques citées pour les résultats de Algo-Iter sont faites pour Algo-Dir, sauf que ce
dernier ne s=fait qu'en une seule itération.

_.II:I—15
[<3
- ]
[
LLl -zs| O |
(] - _
= 10 I 5 ]
- + N
107 & ]
_]D-SS- ) PP | Ll el M| ' PR
107 10" 10" 10°% 10° 10*

Le ternps CRPU(secondes) o™ M=440,xo0:MN=6B4 o:MN=32 «:MN=16 ,+MN=8 " MN=4 o+ N=2

figurel.4: représentation de MSE et du temps CPU pour différentes longueurs de suites
(Algo-dir).

Les mémes problemes discutés dans I'Algo- Iter se répétent, sauf que lalongueur du sgnd a plus deffet
sur la recongtruction par I'Algo-Dir car, s N(longueur de signd) est grande, dors, le caculateur aura a
remplir puis inverser une matrice de (N-1)x(N-1), ceci risque une atente infinie(blocage) ; et méme sil
arrive a recongruire la sequence, dle sera entachée derreur, et divergera de celle dorigine.

A ce propos, il a éé envisagé des solutions afin de perfectionner la recongtruction a partir de la
phase spectrale, et daméiorer les adgorithmes (les rendre plus crédible); réponse a cela dans le chapitre
uivant.

1.6 EXEMPLE

Un exemple illugratif et donné, basé sur la recondruction d'image (20x20) pixels. Les
figures 1.5 a, b et ¢ représentent les images obtenues par Algo-Iter 100, 1000 et 20000 itérations et pour
des temps CPU de 16s, 144s et 1200s. Lafigure 1.5.d a é&té recongtruite en utilisant Algo-Dir (temps CPU
= 1620s). Cet exemple montre que pour des images de dimensions réduite (de I’ ordre de 400 pixels),
Algo-Dir est plus performant. Cependant, pour des images de taille importante Algo-Dir est confronté a
des problemes d'ingtabilité de quantité de cacul trop importante.



Reconstruction de signal apartir de la phase CHAP. 11 * Algorithmesutilisant la segmentation’
« étude du bruit »

a) Algo-Iter (N-Iter=100,CPU=16s) b) Algo-Iter (N-I1ter=1000,CPU=144s)

5L ] L

4l ] L

G g B

8t 1 8t 1

14+ 1 14+ 1

1B+ 1 1B+ 1

18t 1 18t 1
2 4 B 8 0 12 M 165 18 20 8 10 12 14 16 18 2

2 4 B

PN

c) Algo-Iter (N-Iter=20000,CPU=1200s) d) Algo-Dir (CPU=1620s).

figurel.5: Exemple de reconstruction d’ une image (20x20) pixels.
a), b) et c) images obtenues a |’ aide de Algo-Iter, d)image obtenue a I’ aide de Algo-Dir.
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.7 CONCLUSION

Dans ce chapitre, on a développé un certain nombre de conditions ou une séquence est
uniquement spécifiée par les échantillons de la phase spectrale, et traité deux algorithmes qui
peuvent étre usités pour lareconstruction du signal  « Algo-lter » et « Algo-Dir ».

Comparé a I'Algo-Iter, I’ Algo-Dir présente I’avantage que la séquence trouvée soit la
solution désirée sans aucune itération. D’un autre c6té, ce dernier doit inverser une matrice de
(N-1)X(N-1) qui nous meénera a des problémes numériques et de grandes erreurs,
particuliéerement quand N devient grande, alors que I’ Algo-Iter peut étre utilisé.

La solution a ces problémes est vue dans le chapitre suivant .
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CHAPITRE I ‘ALGORITHMESUTILISANT LA SEGMENTATION’

[1.1 INTRODUCTION

Le chapitre | a été consacré a I'étude et a la présentation des algorithmes standards
permettant la reconstruction a partir de la phase spectrale ( algorithme de forme directe et de
formeitérative).

Dans ce chapitre nous présentons une version améliorée de ces algorithmes grace a
I”utilisation d’une segmentation-insertion du signal a traiter. Le programme utilisant la forme
segmentée de I’ algorithme direct est nommé par Algo-Dir-S, tandis que celui correspondant a la
forme itérative avec segmentation insertion portera le nom de Algo-lter-S.

1.2 PRESENTATION DESALGORITHMESAVEC SEGMENTATION
[1.2.1 DEFINITION DE LA METHODE DE SEGMENTATION

Cette méthode congste a recondtruire une suite d'origine «x(n) » a partir des sous-suites
«X(n) », obtenues aprés segmentation. |l s avere que chacune d' eles va étre recongruite avec un facteur
multiplicatif différent. Afin de pdier & cet inconvénient, I'idée et d'insérer un dément commun «x0 » au
début de chaque sous-suite.

Partant du signa x(n) de longueur ‘N’, nous avons effectué | es étapes suivantes.

Etapel

*) Segmentation de «x(n) » de support [0, N-1] en plusieurs sous-suites « x;(n) » delongueur ‘NS-1" avec
NS<N.

*) Lorsgue le sgnd «x(n) » et de longueur non multiple de ‘NS-1, il suffit dgouter des
ééments nuls, nous obtenons donc:

X(N)=[x1(N), %(N),........ , X(M]
Etape 2
*) Congtruction de sous-suites « Xg(Nn) » de longueur ‘NS
ou Xg(n) =[1, x(n)], il y aeudonc insertion de ‘1’ au niveau de chagque sous-suite X (n).

Xs(N) = [Xa1(N), X2(N),eenvvrvvrvrnne , Xs(N)].
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Etape3
Calcul delaFFT de chague sous-suite x5(n) sur (2.NS) points auquel correspond « g ».

Etape4
Concaténer lesphasesj ¢ dansun méme vecteur ‘Phx’ ol

PAX =]} 61 5] & seveereeeen Jsl

Etape5
La recongtruction de « x (n) » apartir de Phx au moyen des deux agorithmes exigtants décrits par
la suite:

[1.2.2 L’ALGO-ITER AVEC SEGMENTATION ( Algo-lter-S)

On aappliqué la méthode de segmentation pour I’ Algo-Iter décrit en (Chap. | ,1-4-1).
Ceci est en deux parties:

a) Partieanalyse
Voir les éapes 1,2,3 et 4 ci-dessus.

b) Partie synthése
Refaire les éapes de la partie synthése de |’ Algo-Iter (Chapl. 1.4.1.2.b) avec les changements
uivants:

*) Effectuer L’ Algo-Iter pour chague segment de phase ‘j ', « X, (n) » et la suite recondtruite & partir

de'] & ‘aver Xy (= X, (0), X, ()],

*) Concaténer les segments « xg » dans un vecteur en Otant la premiere vaeur x (0) correspondante a
I'édément inséré‘x0':
X (N) =[x, (), X, (N),eeereee X (M)].

Avec x (n), lasuite recongtruite de x(n) gprés segmentation.

Puis, on cdcule I'erreur MSE ( voir formule (I-14 ) de 1.4.1.2.(d)) entre la suite d origine x(n) &t celle
recongtruite x (n).

¢) L’organigramme
‘Algo-lter-S ‘partie analyse

'

Lecturede x(n) et
de salongueur N.

J

24
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décomposer le signal en plusieurs
sous-suites de longueur NS-1
"NS<N’ et gjouter des éléments nuls
afin que lalongueur de laderniére
sous-suite alt NS-1.

Y

Insérer un ‘x0=1" au début de chaque
sous-suite Xg =1, X].

Y

Déduire les phases des sous-suites
par laFFT, puisles concaténer.

PhX:Lisl,jsz, ........... ,j 5|]

‘Algo-lter-S' ‘partie synthese’

'

T

lecture de chague vecteur phase| g
de longueur 2NS (NS:longueur du
segment).

J

effectuer I’ Algo-Iter pour chaque
sous-suite.

Concaténer les résultats tout en
Otant lapremiére valeur.

J

caculer laMSE entrele signal
d’ origine et celui reconstruit.

[1.2.3 ALGORITHME DIRECT AVEC SEGMENTATION
L’ dgorithme se décompose de deux parties:

a) Partieanalyse
Voir lesétapes 1,2 ,3et 4 dell.2.1.

b) Partie synthése

On recongruit les sous-suites x;(n) a partir des phases | ¢(wk) Sauvegardées dans le vecteur Phx
comme suit:

*) On regtitue les données nécessaires dans un fichier { Phx,N, NS, P, x0} .
Phx: Le vecteur qui contient les phases spectrales des sous-suites.
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N: Lalongueur de lasuite d origine.

NS: Lalongueur de la sous-suite avec I dément inséré xO0.
P: Le nombre des sous-suites a recongtruire.

X0: L’ @ément inséré a chaque sous-sLite.

*) On décompose le vecteur Phx en P vecteurs.
*) Effectuer Algo -Dir pour chaque phase | s(wk) du vecteur Phx, (i = 1,....,P ), avec P représente le
nombre de sous-suites a recongtruire.

*) On juxtapose les sous-suites reconstruites « X4 (N) » apartir dej g(wi) avec
X4 (N)= [%4(0),x (n)], aprés avoir enlevé le premier @ément correspondant a I’ @ément insaré (x0=1). On
auraun vecteur x(n) qui correspond alasuite d origine x(n) de support [0, N-1]:

X(M) =[x, (), %, (N),...., % ()],
Avec X (n), lasuite recongtruite de x(n) gprés segmentation.

Puis, on cacule I'erreur MSE ( voir formule (1-14 ) de 1.4.1.2(d)) entre la suite d' origine x(n) &t

cdle recondruite x (n).

¢) Organigramme
L’ organigramme de la partie andyse est identique acelui de I’ Algo-Iter-S (11.2.2. (c)).

‘Algo-Dir-S' ‘partie synthése’

Lecturede] s delongueur 2NS

Y

effectuer I" Algo-Dir pour chaque

J si-
'

Concaténer les résultats tout en
enlevant lapremiére valeur.

'

calculer laMSE entrele signal
d’ origine et celui reconstruit.
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1.3 RESULTATS

Une éude expérimentale a é&é effectuée pour éudier les performances des dgorithmes Algo- Iter-S
et Algo-Dir-S. L’expé&rimentation a consisté a recongtruire 100 suites de longueur N=1000 a I’ aide des
deux agorithmes. les résultats aing obtenus sont représentésdansles  figures|1.1. (Algo-lter-S) et 11.2.
(Algo-Dir-S).

[1.3.1 RESULTATSDE ALGO-ITER-S
Les deux figures 11.1.(8) et (b) représentent respectivement la variation du temps CPU ( en

secondes ) e de I'erreur MSE en fonction du nombre d'itérations pour les différentes longueurs de sous-
suites.

20

= = [

= [aa] =

= = =
T T T

le termnps CPU en secondes

LTy
=
T

i 1

ek bkt R toc= = l== X

U I 1 1 1 I 1 1 1D 1 1 1 - E
Pp® D 40 @ 6@ 0 0@ 0 M. 20 30 40 s B 0 80 w0 100
M8 NS=32NS=16 +NS=B “NS=4, :NS=2 Hiter 0:M5=32 5 N5=16,£N5=8 *N5=4, N5=2

@ (b)

figurell.l : Résultats expérimentaux sur 100 suites delongueur N=1000 a |’ aide del’ Algo-lter-S:

a) représente la variation du temps CPU en fonction du nombre d’itérations N-lter = (10,20,50,100) pour une
segmentation NS=( 2,4,8,16,32 ). b) représente la variation de |’ erreur MSE en fonction du nombre d’ itérations N-Iter
= (10,20,50,100) pour une segmentation NS= (2,4,8,16,32)

Lesfiguresdell.l. (aet b) mettent en évidence les remarques suivantes:
- I’erreur quadratique moyenne diminue avec lalongueur du segment.
- I’erreur quadratique moyenne diminue quand le nombre des itérations augmente.
- letemps CPU en secondes augmente avec le nombre d'itérations.

[1.3.2 RESULTATSDE ALGO-DIR-S

La figure 11.2. représente la variation de I'erreur MSE en fonction du temps CPU pour une
segmentation NS = (2, 4, 8, 16, 32).
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figure 11.2 : Résultats expérimentaux sur 100 suites delongueur N=1000 al’aide del’ Algo-Dir-S, représentel’ erreur

MSE en fonction du temps CPU pour une segmentation NS= (2,4,8,16,32).

Lafigurell.2. montre que I’ erreur M SE et |e temps CPU augmentent avec lalongueur du segment NS.

1.4 COMPARAISON ENTRE ALGO-DIR-SET ALGO-ITER-S

MSE Letemps CPU en secondes |
NS N-iter | Algo-Iter-S Algo-Dir-S N-iter | Algo-lter-S Algo-Dir-S |
10 0.32 10 28.8
2 20 3.06.10" 5.2810% 20 523 3.08
50 307.10% 50 1245
100 1.3810% 100 2452
10 3.9 10 17
4 20 154.10* 1.49.10% 20 30.7 325
50 17.10Y 50 723
100 | 6.84.10% 100 1431
10 68.9 10 943
8 20 0.0594 1.69.10% 20 17.42 467
5 | 74610™M 50 413
100 | 2410* 100 81.3
10 | 1960 10 6.31
16 20 | 045 41410% 20 117 8.08
50 | 1.029.10° 50 27.8
100 | 31510™ 100 548
10 | 26190 10 428
32 20 | 609 217.10% 20 7.85 1571
50 | 106.22 50 18.78
100 0.167 100 37.02
tableau I1.3
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En consdérant les réaultats du tableau 11.3, on remarque que I’ erreur de recongtruction MSE et le
temps CPU pour I’ Algo-Dir-S sont nettement inférieurs a ceux pour Algo-Iter-S. Ce qui permet de dire
que Algo-Dir-S est plus performant que Algo-Iter-S.

1.5 EXEMPLES

Les dgorithmes utilisant une segmentetion ( Algo-Dir-S e Algo-Iter-S) ont é&é testés avec succes
sur un ensemble d'images de taille importante. Rgppelons que I dgorithme standard direct (Algo-Dir ), ne
peut étre utilisé que pour des images de taille inférieur a (20x20) pixels.

Alors que I’ dgorithme standard itératif ( Algo-Iter ), nécessite un temps de cacul prohibitif et une
recongtruction avec une grande degradation.

Deux exemples d'image «USTO - ELN »de taille 20 x 20 pixes et «LENNA » de tallle (300 x
304) pixels sont donnés dans les figures 11.3 et 11.4, illustrant and I'intéré& de I’ gpproche utilisant une
segmentation.
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Figure 11.3: reconstruction d'une image 20 x 20 pixels en utilisant la forme segmentée des algorithmes de
reconstruction.

a) et b) images reconstruites ( Algo-Dir-S) respectivement pour NS= 2 et NS= 32.

c) et d) images reconstruites ( Algo-lter-S) aprés 5 itérations respectivement pour NS= 2 et NS= 32..
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Figurell.4: a) image originale « LENNA » de 300 X 304 pixels.
b) image reconstruite par Algo-Dir-Savec un temps de 484 secondes.
) image reconstruite par Algo-Iter-Spour un temps de 954s pour 50 itérations.

31



Reconstruction de signal apartir de la phase CHAP. 11 * Algorithmesutilisant la segmentation’
« étude du bruit »

1.6 INTERET DE LA SEGMENTATION DANS LA RECONSTRUCTION_
A PARTIR DE LA PHASE

Cette méthode a éé testée sur des signauix de grande taille pour les deux dgorithmes. L’ é&ude a montré
gue la méhode segmentation est plus rapide, la convergence et meilleure et d’ autant plus grande que les
sous-suite sont plus petites. Une comparaison entre les dgorithmes du chapitre | ( Algo-Iter et Algo-Dir ) et
du chapitre Il ( Algo-Iter-S et Algo-Dir-S) est élaborée dans le tableau 11.6 pour un signd de longueur
440, une segmentation avec NS = 2 et pour
différentes valeurs de I’ dément inséré.

Algo lIter Algo Dir
standard segment  NS=2 standard segment NS=2
N-iter | MSE temps(s) | x0 MSE temps(s) | MSE temps(s) | X0 MSE temps(s)
10°  |644.10' 126
10 |54910° 8 1 409.10° 1252 001 |4210" | 132
100 80.3 1247

10 7.47.102 1241
0.01 6.11.10° 23.06

20 7.8 17.96 1 497.10° 229 1 3910% | 1.32
100 234 22.85 16.10% | 2013
10 118107 238
001 |59 54.16

50 29.10™M | 4245 1 6.11.10° 539 100 |2710% | 1.32

100 2.2310° 54.05
10 2.110% 539
0.01 27810° | 10734
100 2810%° | 9106 1 2710% 106.9 100 | 28107 | 127
100 2210% 106.8
10t 73107 106.7

tableau |1.6

Les résultats du tableau ci-dessus montrent que la segmentation a permis de réduire d une maniére
appréciable I'erreur de recongruction MSE. En effet pour une suite de longueur N = 440 (Algo-Dir ),
I'erreur MSE = 1.6 .10 dors que pour N = 440 et NS = 2 (Algo-Dir-S), I’ erreur MSE = 2.8 .10 (xO
=10%).

La méme remarque et vaable S on compare I’ Algo-Iter avec I’ Algo-Iter-S, pour une suite de longueur N
= 440 (Algo-Iter ), I'erreur MSE = 2.8 .10%° ( N-Iter = 100 )alors que pour N = 440 et NS = 2 (Algo-
Iter-S), I"erreur MSE = 7.3.10% ( N-Iter = 100 et X0 = 10%).

Le tableau 11.6 montre que la segmentation a permis de réduire le temps CPU, par exemple s on
compare I’ Algo-Dir avec I’ Algo-Dir-S, le temps CPU en secondes est pratiquement divisé par 2000. Ce
qui n'est pas le cas pour I’ Algo-Iter-S, car le temps CPU augmente lorsque la longueur du segment NS
diminue, mais la convergence et meilleure par rgpport al’ Algo-Iter.

Le tableau montre auss que I’ erreur MSE caculée pour I’ Algo-Dir-S et I' Algo-Iter-S dépend du
choix de I’éément inséré X0, dle diminue lorsgue ce dernier augmente, de ce fait, on conclut que I’ erreur et
contrélée par x0.
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1.7 CONCLUSION

Nous avons mis en évidence l'intérét de I'utilisation de la segmentation dans les
algorithmes de reconstructions. En effet, non seulement elle permet de traiter des suites de
longueur trés importantes (ce qui n’est pas le cas des algorithmes standards (chapitre | )) mais
présente aussi des améliorations du point de vue erreur de reconstruction et de temps machine
nécessaire.

Les résultats données par Hayes, Lim et Oppenheim ont une importance théorique
significative, mais limités dans la pratique, puisgu’ils supposent que la phase utilisée est exacte.

Cequi n'est paslecasréd , puisgue |’ environnement est entaché de bruit.

Le chapitre suivant traite le cas ou la phase utilisée est dégradée par un bruit.
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CHAPITRE 111 : ‘ETUDE DE BRUIT LORSDE LA RECONSTRUCTION’

[11.1 INTRODUCTION

Dans les chapitres précédents, une étude des performances des algorithmes de
reconstruction a été menée. La discussion prend pour hypothése que la phase spectrale est
exactement connue et donc, I’erreur de reconstruction était due a la nature de I’algorithme
intrinsequement.

Nous avons pu mettre en relief dans ce cas de figure, que les algorithmes standards
présentaient des limites: des signaux de grande taille nécessitaient des temps de calcul prohibitifs
(Algo-Iter) et que des cas d'instabilité fréguents se présentaient lors de la reconstruction(Algo-
Dir). Par contre, les algorithmes Algo-Iter-S et Algo-Dir-S, utilisant une segmentation,
permettent de réduire drastiquement la quantité de calcul ainsi que I’erreur de reconstruction.
Nous avons aussi montré que I’erreur est d’autant plus petite que la longueur ‘N’ de la suite &
reconstruire est petite (Algo-Dir et Algo-lter). En ce qui concerne les algorithmes utilisant une
segmentation (Algo-Dir-S et Algo-lter-S), |I’erreur de reconstruction est d’ autant plus petite que
la sous-suite ‘NS’ est petite. Et donc, |'erreur de reconstruction dépendait principalement de la
longueur de la sous-suite, indépendemment de la longueur de la suite d’ origine a reconstruire.

Quand est-il dela reconstruction dans un contexte bruité ?

C’est la question que nous voulons élucider dans ce chapitre.

Notre propos sera de confirmer et d’ étendre les résultats de Espy et Lim [3]. En effet, ceux-
ci ont fait I’ éude de Algo-Dir dans un contexte bruité.

Dans ce chapitre, une étude de tous les algorithmes présentés précédemment (Algo-Dir,
Algo-Dir-S, Algo-Iter et Algo-Iter-S), seront étudiés dans un milieu bruité.

L’ expérimentation se fera avec un bruit blanc additif a la phase. L’ étude statistique se
fera dans un premier temps sur 1000 suites (Algo-Dir, Algo-Dir-S et Algo-lter) et pour des
raisons pratiques (temps machine nécessaire pour plusieurs jours) nous avons €té amené a
procéder par la suite sur des échantillons de 200 suites (Algo-Iter-S). Nous avons a chaque fois
vérifier que lesrésultats ainsi obtenus étaient consistants statistiquement.

1.2 ETUDE EXPERIMENTALE
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Nous nous intéressons a |’ éude de I’ effet d'un bruit additif sur la phase lors de la recongtruction du

signd. Dans toutes |les expériences que nous alons présenter dans ce qui suit, nous avons utilisé pour notre
étude un bruit blanc.
Le bruit blanc additif généré, est de densité uniforme appartenant a I'intervale [-br, br] avec br=[ p.10?,
p.10%p.103 p.10% p.10" ], puisque pour la plupart des séquences, le bruit de niveau inférieur ap.10° a
de négligesbles effets sur la séquence recondiruite, tandis que celui de niveau supérieur ap.10™ a des effets
néfastes.

Pour que I'éude datitique soit représentative, nous avons recongtruit 1000 suites « x(n) »
auxquelles nous goutons le bruit additif «br ». Les suites x(n) ont é&é générées déatoirement suivant uneloi
gaussenne.

Pour éudier I'effet du bruit sur I’erreur de recongtruction dans I’ expérience, on a implémenté nos
agorithmes pour 1000 séquences. Pour une suite «x(n) » I'erreur de recondtruction choisie est I’ erreur
quadratique moyenne normalisée « NMSE1 » caculée a partir de|’ équation [11-1:

A (- b xm))?
NM SE1="=2 T (111-1)
ax(n)

ou X(n) et la séquence d’ origine de support [0, N-1],
x(n): est la squence recongtruite a partir de la phase dégradée.
b : lefacteur d échelle chois pour minimiser | erreur dans I’ équetion (111-1).
Nous utilisons auss le logarithme de I’ erreur «NMSEL » que nous nommerons par LOG(NM SEL)
ou

h51(x(n)- b x(r;))2
LOG(NMSE1)=In(NMSE1)= In( = T ) (111-2)
ax’(n)

L’ expérimentation que nous ferons portera sur un ensemble de suites. L'erreur «<NMSE » ou
LOG(NMSE) serala moyenne des erreurs sur les 1000 suites recongtruite telle qu’ elle a été utilisée par les
auteurs ESPY et LIM [3]. Ceci nous permettra de faire une comparaison des résultats.

1900 l\g.l(xj(n) - b X (;‘))2
LOG(NMSE) =1/1000&  (In{ +=0— )
=1 a_. ij(n)

ou
xi(n): est laj-eme suite originde.

X;j (n): laj-éme suite recongtruite.
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1.3 SCHEMASUTILISES

On a deux types d dgorithmes de recongtruction, agorithmes standards et dgorithmes utilisant une
segmentation.

Pour les deux agorithmes standards (Algo-Dir e Algo-Iter), le processus de recongtruction utilisé
est schématisé dans lafigure 111.1.a; dans cette figure x(n) dénote la suite d’ origine de support [0, N-1] qui
satidfait les conditions de HAY ES [2], Phx(wy) représente la phase spectrae de x(n) échantillonnée a (N-1)
fréquences digtinctes entre O et p, ‘br’ bruit blanc gjouté a la phase exacte pour obtenir la phase dégradée,

«X(n) » la séguence reconstruite a partir de cette phase dégradée.

X(n) [TF Ph(W) [échantillonnage | PhdWk) ~ Phby(Wi)  {aigorithme x(n)
— —— —_— de —_—
reconstriiction

br
@
@ ) i

lsegm.1 XS FFT ] s st [Algo. XS

s, sur 2Ne | j g@9 avec

S.
segm.2 xS FFT i o Algo. (1)

i JSur2nNe | avec A

XSQ(NS) | J s(_NS) —> X(n)

concatéenation @_ @—>

—

L%gm.i X FFT j S Xs(n
sur 2N €S I_' Algo.

XS(NS) R J S(2NS) avec

(b)
Figure Il1.1: Schéma utilisé pour I’ expérimentation dans un milieu bruité en utilisant:: a) les algorithmes standards
(Algo-Dir et Algo-Iter), b) lesalgorithmes utilisant une segmentation (Algo-Dir-Set Algo-lter-S).

36



Reconstruction de signal apartir de la phase CHAP. 11 * Algorithmesutilisant la segmentation’
« étude du bruit »

Pour les dgorithmes utilisant une segmentation (Algo-Dir-S et Algo-Iter-S), le processus de
recongtruction utilisé est schématisé dans la figure 111.1.b. Dans cette figure xs(n) dénote le i-eme segment
de x(n) de support [0, NS], j s (W) représente la phase spectrde de xsi(n) échantillonnée a (NS-1)
fréquences distinctesentre O et p.

Les vaeurs de NS (longueur du segment) et br sont (NS=2,4,8,16,32) et( br=p.10°, p.10*, p.10%,
p.10% p.10").

Les deux processus sont répéés pour 1000 suites et a chague fois on calcule I'erreur

LOG(NMSELY), puis, I’ erreur moyenne LOG(NM SE) définie pour 1000 suites.

1.4 ETUDE DE L’EFFET DU BRUIT LORSDE LA RECONSTRUCTION
[11.41 ETUDE DE ALGO-DIR EN CONTEXTE BRUITE

Quand la phase de la transformée de Fourier est dégradée par un bruit additif, larelation (1-22) du
chap.1 s écrit comme suit:

1A

A x(n)sin(Phx(w) +br +nw)) = - x(0)sinPhxw) +br) (111-3)

Ou

br: représente le bruit rgjouté ala phase

x (n): la s&quence recongruite a partir de la phase dégradée par un bruit ‘br’ non nul.

L’ objectif de cette expérience, est éudier expeimentalement |'effet du bruit ‘br' sur I'erreur

LOG(NMSE) entre la suite d' origine x(n) et celle en cours de recongtruction X (n) par le développement
d une s&rie d expériences avec une discussion des résultats.

Notre propos est de vérifier les résultats obtenus par ESPY et LIM [3], pour cela, on a utilise une
phase dégradée pour recongruire le sgnd dorigine «x(n) » par Algo-Dir, puis, discuter I'erreur

LOG(NMSE) entre la suite reconstruite « x (n) » et lasuite d' origine «x(n) ».

Ces expériences ont éé faites a quatre reprises, d' ol on a relevé deux, représentées dans la figure
[11.2 (& pour un premier et b- pour un deuxieme essai). On a pris des suites de longueurs différentes
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«N=4, N=8, N=16, N=32, N=64 » & bruité a chaque fois la phase spectrale avec un bruit dont le niveau
appatient a l'intervale [ p.10° p.10*, p.10°3 p.102 et p.10" ], puis, on a caculé a chaque fois le
LOG(NMSE) correspondant ala moyenne des erreurs pour chaque niveau de bruit.

L’ erreur moyenne LOG(NMSE) et représentée sur une échélle linéaire, tandis que le bruit et
représenté sur une échelle logarithmique.

Les suites «x(n) » ont éé construites a partir de 1000 phases différentes, chacune correspond a
une suite d' origine «X(n) ».

Nous remarquons que les deux figures 111.2 a et b sont équivaentes, ce qui nous assure que 1000
suites sont suffisantes pour notre éude Satistique, et pour une représentation significative.

@
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LS MRS E)

0’ i 10 i g il

NIVEAU DE BRUIT POUR "N=4, +:N=g, kN=16, O:N=32, - N=bd[1er egsail

10

LGRS E)

il

NIVEAL DE BRUIT POUR *N=4, +N=g, &:N=1, G:N=32 - :N=bd[Zeme essal

(b)
Figurelll.2: Représentation del’erreur LOG(NMSE) en fonction du niveau de bruit(br) pour plusieurs

longueurs de suites*N=4, N=8, N=16, N=32, N=64" (Algo-Dir).

Nous observons sur ces deux figures que la moyenne LOG(NMSE) augmente avec le niveau de
bruit et lalongueur delaséquence N. Elle diminue avec ‘N'.
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Le tableau 111.3. suivant donne les vaeurs numériques que nous avons obtenus et représentés dans
lafigurelll.2.a

\ 0 p.10° p.10"* p.10° p.10? p.10"
N
4 -70.54 -19.07 -14.4553  |-9.8473 -5.3349 -1.1510
8 -68.37 -17.5506  |-13.001 -8.3275 -3.9302 -0.0903
16 -65.76 -16.3619  [-11.5395 |-7.2257 -2.5414 -0.5584
32 -62.66 -15.1067 |-10.5704 |-5.9995 -1.7031 -0.9820
64 -60.26 -14.1653  |-9.5313 -5.0301 -0.8504 -1.0865

tableau 111.3: Variation del’erreur LOG(NMSE) en fonction de N et br(ALGO-DIR).

S on consdere les résultats du tableau 111.3., on remarque que la moyenne LOG(NM SE) est pratiquement
faible pour un niveau de bruit ‘br’ nul. Lamoyenne LOG(NMSE) dépend de lalongueur de la suite ‘N’.

Une éude comparative des résultats que nous venons d' obtenir figure 111.2. et tableau 111.3. avec
ceux obtenus par ESPY et LIM [3] montrent qu'il y a une concordance des résultats. De méme, la plus
faible erreur calculée par ESPY et LIM [3] est ‘LOG(NMSE)= -9 pour une suite de longueur ‘N=4" aun
bruit br= p.10®, tandis que le tableau 111.3. montre que la plus petite erreur et LOG(NM SE)= -19.07
pour N= 4 et br=p.10°.

Alors, notre programme a prouvé de meilleure améiorations que celui de ESPY et LIM [3].

[11.42 ETUDE DE ALGO-DIR-SDANSUN CONTEXTE BRUITE

Nous nous proposons d' éudier I’ effet du bruit sur la phase en utilisant I’ Algo-Dir-S. Le processus
utilise est schématisé dans la figure 111.1.b. La figure 111.4. présente la moyenne LOG(NMSE) pour une
suite d’ origine ‘x(n)’ de longueur ‘N=64" avec des segments de longueurs NS=2,4,8,16 et 32.

Nous obsrevons que |’ erreur ‘LOG(NMSE) augmente avec la longueur du segment ‘NS (et non
plus avec lalongueur de lasuite d origine ‘N’) et le niveau du bruit ‘br’.

Cette erreur pour une segmentation par ‘NS et cohérente a celle pour une suite de longueur
"N=NS. En €ffet, en consdérant le tableau I11.3. et [11.5., on remarque que I'erreur de recongtruction
LOG(NMSE) (Algo-Dir) pour une suite de longueur ‘N’ est approximativement celle obtenue pour une
auite de longueur ‘N1° (N1>>N), mais, segmentée en sous-suites de longueur ‘NS'. Donc, nous
retrouvons les mémes résultats obtenus dans un contexte non bruité: I’ erreur de recongtruction en utilisant un
dgorithme avec segmentation dépend principalement de la longueur du segment indépendemment de la
longueur ‘N’. Une éude comparative des résultats obtenus avec Algo-Dir dans un contexte bruité (tableau
[11.3.) et ceux obtenus avec Algo-Dir-S dans un milieu bruité (tableau 111-5), met en relief que I’ erreur
LOG(NMSE) pour Algo-Dir-S dépendant principdement de ‘NS, est pratiquement éguivaente a celle
obtenue par Algo-Dir pour une suite de longueur ‘N =NS'.

Une remarque importante en ressort, ¢’ est que pour I’ Algo-Dir, I erreur peut étre contrélée al’aide
delalongueur du ssgment ‘NS quelque soit lalongueur du sgnd.
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L
M
T

_25 gl | raaal Loy T
10° 10 107 10 107 10"
MIVEAL DU BRUIT POUR 0:NS=32 x NS=16 +MS=8 *NS=4 o+ MNS=2

Figure I11.4: Représentation de I'erreur LOG(NMSE) (ALGO-DIR-S) en fonction du niveau de bruit pour
NS=[2, 4, 8, 16 et 32].

La figure 111.4 montre que la moyenne LOG(NMSE) augmente avec le niveau du bruit et la
longueur du segment NS. On remarque auss que, quelque soit le niveau de bruit br, la moyenne
LOG(NMSE) diminue lorsque lalongueur NS diminue.

br
NS 0 p.10° p.10"* p.10° p.102 p.10*
2 -715074 |-20.0846 |-15.4896 |-10.8819 |-6.2710 -0.9616
4 -68.5419 |-17.2937 |-12.6506 |-8.1543 -3.6422 1.5416
8 -66.1842 |-16.5297 [-11.8895 |[-7.3018 -2.7030 2.0868
16 -62.7269  |-14.0658 |-9.8303 -5.4933 -1.6238 2.1997
32 -61.4538 |-11.3749 |-8.1761 -4.9740 -1.3134 1.9722

tableau I11.5.: Variation del’erreur LOG(NMSE) en fonction de NS et br (ALGO-DIR-S).

[11.43 ETUDE DE ALGO-ITER EN CONTEXTE BRUITE
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La méme dude exp&imentale a é&é entreprise pour |'éude de Algo-Iter en milieu bruité. Les
résultats sont représentés dans lafigure [11.6. et le tableau 111.7.
Mémes observations, nous remarquons que I’ erreur augmente avec le bruit ‘br’ et avec lalongueur

‘N’ de la suite en cours de reconstruction.

LOG(MMSE)

-12

-14

D-S

o

-3

10 10
NEAL DE BRUIT POLUIR ™ MN=4 +MN=8 x:N=1b 0:N=32 - N=b4

I:I-1

10

Figurelll.6. : Représentation del’ erreur LOG(NMSE)en fonction du niveau de bruit pour plusieurs

longueurs de suites ( ALGO-ITER).

1]

On a pris des suites de longueurs différentes «N=4, N=8, N=16, N=32, N=64 » &t bruité a
chague fois la phase spectrae avec un bruit blanc de densté uniforme dont |e niveau gppartient al’intervale
[ p.10° p.10*, p.10%, p.10% et p.10" ], puis, on a calculé le LOG(NMSE) correspondant & chague
niveau. Pour la recongtruction de chague squence le nombre d'itérations utiliseest  N-iter=100.

br
N\o p.10° p.10* p.10° p.10? p.10*
4 286064 |-145112 |-11.6833 |-94073  |-55307  |-1.679%
8 55071 |-6.9094  |-64664 | 58486 |-41774 |-0.7932
16 38981 |-3.9424  |-40445 |-37312 |-33220 |-0.8123
2 30742 |-29544  |-28863  |-2.8543 |-2.7503  |-0.8358
64 25555 |-26214  |-26127  |-26186  |-2.6553  |-0.4651

On remarque que :

tableau [ 11.7.: Variation del’ erreur LOG(NMSE) en fonction de N et br(ALGO-ITER).
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- L’erreur augmente avec le niveau du bruit, cependant, lafigure I11.6. et le tableau 111.7. montrent que
pour des suites de longueur supérieure ou égale a ‘16, I’ erreur de reconstruction n'est pas sensble a un
bruit o amplitude comprise dans’intervale [p.10°, p.10?]

- L’erreur augmente avec lalongueur de la séquence, quelque soit le bruit.

[11.44 ETUDE DE ALGO-ITER-SDANSUN CONTEXTE BRUITE

L’ éude gatistique que nous dlons rédiser se fera seulement sur 200 suites. Ceci pour des raisons
de temps de calcul. Cependant, nous avons verifié, que 200 suites au lieu de 1000, comme dans les
expériences précédentes, permettent de donner des résultats statistiques représentatifs. De ce fait, on a
implémenté Algo-Iter-S (figure 111.8.) &fin de minimiser I’ erreur, en segmentant une grande suite en plusieurs
petites sous-suites.

I:I T LI | T LA R | T LA | T LA L LI |

-145

-0 r ““IHI-.; I””I-a ”ml-a o a
10 10 10 10 10 10
mNIVEAL DU BREUIT POUR o:MN5=32 x:N5=16 +N5=3 *MN5=4 o+ MN5=2

Figurelll.8: Représentation del’ erreur dereconstruction en fonction du niveau de bruit pour
différentes longueurs de segments ‘NS .(ALGO-I TER-S)

L’ agorithme a é&é implémenté pour 200 suites. Tous les résultats ont éé obtenus gpres un nombre
ditérations (N-1ter=100).

La figure 111.8. représente la variation de I’ erreur de reconstruction d'une séquence de longueur
‘64" segmentée par « 2, 4, 8, 16 et 32 » en fonction du bruit al’aide de Algo-Iter-S.

br
NS 0 ‘p.10'5 ‘p.lO"‘ ‘ p.10° ‘ p.10? ‘p.lO'l ‘
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2 -71.3672  |-21.4945 -15.2351 -10.5711 -6.3693 -2.2417
4 -3.9854 -10.5340 -10.7384 | -8.4373 -5.7706 -2.7427
8 -3.4891 -4.5719 -4.3164 -4.4119 -4.5395 -1.6045
16 -2.9089 -5.1693 -5.1721 -5.2109 -4.6982 -1.8776
32 -2.3891 -2.5856 -2.8356 -2.5771 -2.4211 -1.6872

tableau 111.9: variation del’erreur LOG(NMSE) en fonction de NS et br (ALGO-ITER-S).
L’ éude delafigure111.8. et le tableau 111.9. nous améne aformuler les remarques suivantes :

- L’erreur LOG(NM SE) augmente avec lalongueur du segment 'NS..
- L’erreur LOG(NMSE) augmente avec le niveau du bruit "br’.

- Comme pour I'dgorithme Algo-Dir-S, I’ erreur de recongtruction de Algo-Iter-S pour un segment ‘NS
correspond gpproximativement a |’ erreur obtenue pour une suite ‘N=NS' pour Algo-Iter.

.5 COMPARAISON DES RESULTATS OBTENUS POUR LES DIFFERENTS
ALGORITHMESTRAITES

LafigureI11.10.a. représente, en pointillé, I'erreur LOG(NM SE) obtenue a partir de Algo-Dir pour
N=64 et,en traitts, I’ erreur LOG(NMSE) pour différentes valeursde ‘NS et ‘br’ al’ aide de Algo-Dir-S.

La figure 111.10.b. compare les réaultats de Algo-Iter (en pointill€) pour ‘N=64" et ceux obtenus
pour Algo-Iter-S pour les différentes valeursde ‘NS et ‘br’ pour une suite d' origine de longueur ‘N=64'.

La comparaison des résultats obtenus dans un milieu bruité par Algo-Dir & Algo-Dir-S nous fait
remarquer que la segmentation a permis de réduire d’ une maniere gppréciable I’ erreur de reconstruction.
En effet, pour une suite ‘N = 64’ ( Algo-Dir ) I'erreur LOG(NMSE) = -14.16 (tableau 111.3)
alorsquepour ‘N =64 e ‘NS= 2" par exemple I’ erreur LOG(NM SE) = -20.08 (tableau I11.5).

La méme remarque et vdable s on remarque I’dgorithme Algo-iter et Algo-Iter-S a partir des
tableaux 111.7. et 11.9. L’ erreur LOG(NMSE) = -2.62 pour ‘N = 64’ et ‘br=p.10”* contre une erreur de
-21.49 pour Algo-Iter-S pour ‘NS=2".

L’ éude des résultats fait ressortir que I’ dgorithme Algo-Dir-S est plus sengble au bruit que Algo-
Iter-S. Cependant, celui nécessite un temps de calcul plus grand.
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(b) « ALGO-ITER »

figure 111.10: Etude comparative de ALGO-DIR(en pointillé) et ALGO-DIR-Sen a) et en b) comparaison des résultats
obtenus par ALGO-ITER (en pointillé) et ALGO-ITER-Spour différentesvaleursde ‘br’ et ‘NS pour 200 suites‘N=64".
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1.6 EXEMPLE

Un exemple illudratif, basé sur la reconstruction d' une image a partir de la phase dégradée par le
bruit. L’image originde utiliste «LENNA » est de taille de (220X221) pixels, représentée dans la figure
[11.11. Cet exemple est daboré afin de faire ressortir et prouver toutes les remarques faites précédement,
puis, sentir I"influence du bruit sur la phase dans la recongruction de I'image au moyen des deux agorithmes
(Algo-Dir-Set Algo-Iter-S).

Algo-Dir e Algo-Iter ne peuvent pas étre utilisés a cause de la grande taille de I'image qui est de
‘48620’ pixes.

figurelll.11: Imaged origine detaille 221X220 pixels.

Lafigurelll.12. représente les images reconstruites pour une longueur de segment ‘NS=4'.

- @) e b) représentent les images recongiruites pour des bruits br = p.10° et p.10™ respectivement pour
Algo-Iter-S.
- ©) et d) représentent les images reconstruites pour des bruits br = p.10” et p.10™ respectivement pour
Algo-Dir-S.
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Figure I11.12.: Image reconstruite en a) et b) par ALGO-ITER-S pour br= p.10° et p.10™ respectivement (NS=4 et N-
Iter=10) en c) et d)images reconstruite par ALGO-DIR-Spour br= p.10° et p.10™" respectivement (NS=4).

Lafigurelll.13. représente les images reconstruites pour une longueur de segment ‘NS=32'.

- @) e b) représentent les images recongiruites pour des bruits br = p.10° et p.10™ respectivement pour
Algo-Iter-S.
- ¢) et d) représentent les images recorstruites pour des bruits br = p.10” et p.10™ respectivement pour
Algo-Dir-S.

a7
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Figure 111.13: Image reconstruite en a) et b) par ALGO-ITER-Spour br= p.10” et p.10™ respectivement (NS=32 et N-
Iter=10) en c) et d)images reconstruite par ALGO-DIR-Spour br= p.10”° et p.10™ respectivement (NS=32).

On remarque que pour un bruit * br = p.10° *, I'image de Algo-Dir-S est meilleure que celle de
Algo-Iter-S, tandis que pour un * br = p.10™" * I'image de Algo-Iter-S est nettement plus différenciable du
bruit que celle de Algo-Dir-S.

On en déduit que I’ agorithme direct est trés performant dans la recongtruction des signaux a partir
d une phase bruitée a faible niveau. Cependant, pour des niveaux de bruit devés, I’ erreur de reconstruction
devient plus grande que celle obtenue par Algo-Iter-S.
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CONCLUSION

Dans ce chapitre, nous avons étudié les algorithmes standards « Algo-Dir » et~ « Algo-
Iter » dansun milieu bruité (figurelll.2 et 111.6 et tableau I11.3 et 111.7). Par la suite, nous avons
effectué la méme étude en utilisant cette fois-ci les algorithmes utilisant une segmentation.

L’ étude comparative des résultats a montré que ces derniers présentent de réels avantages.
En effet, en plus du fait que ceux-ci nécessitent une quantité de calcul plus petite, et donc, des
temps machines moins prohibitifs, ils engendrent une erreur de reconstruction plus petite. En
effet, nous avons remarqué que I’ erreur die au bruit pour une suite de longueur ‘N’ en utilisant
‘Algo-Dir’ ou ‘Algo-lter’, est équivalente a celle d’ une suite de longueur * M’ quelconque
(M>>N) reconstruite al’aide de ‘ Algo-Dir-S et ‘Algo-lter-S' avec une segmentation, avec
‘NS=N’(figureslll.4etlll.8ettableaux I11.5et111.9).
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CONCLUSION

On peut subdiviser les travaux contenus dans ce mémoire en deux parties: I’une concerne
I’ étude des algorithmes standards ( Algo-Dir et Algo-Iter (CHAP.I)) et les algorithmes utilisant
une segmentation ( Algo-Dir-S et Algo-Iter-S (CHAP.I1 ), I’autre partie concerne |’ é&ude de ces
algorithmes en présence du bruit blanc (CHAP.II1). Dans la premiére nous avons mis en relief
gue les algorithmes standards ( Algo-Dir et Algo-lter ) étaient limités lorsqu’on voulait
reconstruire des signaux de taille importante.

Les algorithmes utilisant une segmentation possedent des performances plus intéressantes
tant en erreur de reconstruction gqu’ en temps de calcul nécessaire.
Dans la deuxiéme partie qui concerne I’ éude de ces algorithmes en milieu bruité, nous avons
retrouvé une partie des résultats de la premiéere partie. En effet |’ étude expérimentale avec un
bruit blanc additif montrée que la reconstruction était d’ autant meilleure que la longueur NS du
segment était plus petite, on observe d ailleurs que I’ erreur de reconstruction pour une suite de
longueur M quelconque segmentée avec NS est équivalente a celle obtenue avec un algorithme
sans segmentation pour une suite de longueur N=NS. Ceci expliquel’intérét de |’ approche dela
reconstruction en utilisant une segmentation. Nous dirons aussi que |I’étude expérimentale a
montrée ( CHAP |11 ) quel’algorithme itératif avec segmentation ( Algo-lter-S) est plus robuste
que I’ algorithme direct avec segmentation( Algo-Dir-S).
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APPENDICE

INTRODUCTION AU TRAITEMENT DE SIGNAL

INTRODUCTION

Dans ce chapitre, on a essayer detracer lesgrandeslignesdu traitement de signal afin de
donner au lecteur les concepts de base enveloppant ce domaine, et dont cette these en prendra
compte.

1- NOTIONSPRELIMINAIRESDES SIGNAUX
1-1- DEFINITION D’UN SIGNAL

Lesgnd est défini comme éant le support physique d’ une informetion .

Mathématiquement , les signaux sont représentés par une fonction d’ une ou plusieurs
vaiables. Lamgorité des sgnaux sont fonction d’ une variable , cette variable est généralement
le temps . L’information transportée par un signa se manifeste dors, par une variable au cours
du temps[4] .

On pourrait dire que le traitement de signd intervient chagque fois que I’ on a besoin de s&parer un
message du bruit qui le dégrade, on pourra ensuite retrouver au mieux le sgnd origind , malgré
la grandeur d' influence qui lui a é&é superposée . Le traitement de signd S gppuie sur plusieurs
branches des mathématiques comme de la physique pour ses fondements théoriques ; pour la
rédisation de ses différentes fonctionsil fait appe a de nombreuses branches de latechnologie,
et sesdomaines d' gpplication sont de plus en plus nombreux car , lavie ele-méme

semble faite de traitement desgnd ......[2] .

1-2- LESSIGNAUX DETERMINISTES

Ce sont des signaux ol I amplitude et la fréquence du signd obéissent auneloi connue,
et que la connaissance des amplitudes implique la connai ssance des fréquences et
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réciproquement [3] .
1-2-1-LES SIGNAUX PERIODIQUES

Ce sont les plus smples, des fonctions sinusoidales, créneaux, dents de scig, €tc..., aind que
toute fonction possédant une période de répétition TO finie . On remarquera que la représentation d’ un bruit
blanc « déterminé périodique » dans sa bande de fréguence, utilisé couramment pour la génération des
signaux en éude de comportement vibratoire des spécimens[3] .

1-2-2- LES SSIGNAUX NON PERIODIQUES

Ce sont ceux qui ne se retrouvent jamais égaux a eux-mémes , quelle que soit leur durée,
signaux que I’ on rencontre auss fréquemment en gue les signaux périodiques , seront
considérés pour des raisons pratiques liées aleur interprétation , comme des signalix
périodiques de période tO , tO éant alors égae ala durée de lamesure . Cela entraine une
limitation sur la connaissance de ce Sgnd , et engendre des erreurs[3] .

1-2-3- LES SIGNAUX TRANSITOIRES
[Is ont une durée limitée e s expriment par :

X(t)=0pourt<tl
X(t) =0 pour t >t2

Ladurée comprise entre t1 et t2 é&ant la durée d’ existence du sgnd . Physiquement, il est
important de connaitre | origine des temps de tels sSignauix , qui ne sont pas périodiques et
de durée limitée , de fagon a pouvoir les saisir plus facilement . En pretique, I’ origine des
temps est liée alavaeur d un seuil fixé arbitrairement . Les chocs produisent des fonctions
trangtoires[3] .

1-3- LESSIGNAUX ALEATOIRES

IIs sont ceux dont la décomposition en amplitude et en fréquence varie a chague ingtant .
On ne peut pas les décrire al’ aide d' une expression anaytique . On les observe a partir
d échantillons de durée finie, en recherchant des fonctions et des vaeurs caractéristiques
au moyen d opérations telles que : densité de probabilité , moyennes statistiques,, lois de
répartition ......
Lessgnaux déterministes éant insuffisants pour décrire I’ ensemble des phénomeénes
physiques, on aeu recours al’ éude des Sgnauix aéatoires et les modées probabilistes [3] .

1-3-1-LES SIGNAUX STATIONNAIRES

Un systéme et dit stationnaire s les moyennes ne dépendent pas de la période au
cours de laquelle et faite lamesure [6] . Supposons par exemple, quel’on S intéresse
au bruit de fond d’ un amplificateur placé dans une enceinte a 25°C avec entrée
court-circuitée . Tout d abord , en admettant que le vielllissement et nul , on peut
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faire |’ hypothese de stationnarité . 1l en résulte de cette définition que 9 x(t) est un
processus stationnaire
E[x(t1)] = E[x(t2)] = m (fonction constante)
S
E[x°(t1)] = E[x°(t2)] = u = congtante . [1]
avec x°(t) = (x(t) -m(Y) *

1-3-2-LES SIGNAUX ERGODIQUES

Un systéme est ergodique S sa moyenne statistique et sa moyenne temporelle sont identiques [6] .
L’ ergodicité est une propriété extrémement intéressante : les caractéristiques d’ un processus aéatoire S obtienne
d'un seul enregistrement , suffisamment long , au lieu d’ exiger la connaissance d’ un trés grand nombre d’ échantill
L’ ergodicité n' entraine pas la stationnarité et réciproquement , ces notions sont indépendantes[1] .

1-4-LES SIGNAUX MIXTES

Ce sont des signaux composés de signaux déterministes et de signaux a éatoires superposés .
Cestlecasleplusgénérd d existence des sSignauix . Par exemple, signd périodique correspondant
alamesure du phénomeéne physique auquel se superpose un bruit déatoire [3] .

2-PROPRIETES
2-1-LA CONVOLUTION
2-1-1-DEFINITION

Laconvolution est I’ action de perturber un systéme pour obtenir un autre systeme . Elle est I effet

gue produit un instrument de mesure qui donne d' un phénomene non pas une image nette, mais

une image un peu floue . L’image d un point dans un insrument d’ optique n'est jamais

rédlement un point mais une tache . Cette téche sera plus ou moins large selon laqudité de

I"apparell [2] .

Laréponse impulsonndle ext I'empreinte digitde du syseme . S on connait la réponse impulsonndle d' un syste
suppo<t linéaire et le signd d' entrée on aura un probleme de calcul pour

retrouver lesignal de sortie . La solution de ce probleme et ‘la convolution’ .

2-1-2-EQUATIONS ET REPRESENTATION PHY SIQUE DE LA CONVOLUTION

Soit t) un signd d entrée quelconque , il nous est toujours possible de décomposer ce signd &(t)
en une suite d impulsons de largeur Dt . Soit h(t) la réponse du systéme a une impulsion de largeur
Dt et de hauteur 1/Dt ; h(t)Dt serala réponse a une impulsion de largeur Dt et de hauteur unité .
at =Dt onauraun signd de sortie S(Dt) = e(Dt) h(t-Dt)Dt
La sortie formera une suite et puisque le systeme est linéaire , on peut ui gppliquer le théoreme
de superposition et la sortie serala somme des contributions de chaque e(kDt) jusqu’al’ingant
consdéré:
|
S(t) = & e(kDt) h(t-kDt)Dt
k=0

avec | :_pa’tieemiéredet/Dt
S hy(t) est laréponse du systeme physique donc h(t-kDt) © 0 pour t < kDt , car I’ effet ne peut
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précéder lacause .

*) Ledgnd de sortieal’ingant «t » ne dépend pas de la seule vaeur de h(t) al’instant «t » et de
lasaule valeur du signd d entrée et) ) I'instant «t » . Le signd de sortie al’ instant «t » dépend
théoriquement de toute I’ histoire du signdl &(t) .

1y St
W e

**) En fait , laréponse impulsionndle h(T) peut étre considérée comme a support borné, c'est a
dire de duréefinie, c'est adire, nulle en dehors d' un intervale (q1,92) . Alorson aura:

SH= A& e(kDHhEKDYDL .

k=t-q,

puisque pour lesfiltres physiques h(T) est nulle pour T < 0 donc I’ équation de convolution devient :

S(t) = é. e(kDt)h(t - kDt) Dt avecq=02-0l[2].

2-1-3- CONVOLUTION ET DECONVOLUTION

Connaissant un systéme linéaire « S » de réponse impulsonndle h(t) et I’ higtoire d'un sgna
«e», introduit al’ entrée du systéme « S » , on pourracaculer le Ssgnd de sortie S(t) par
I" équetion de convolution

S(t) = &(t) A h(t)

mais |’ on se trouve souvent affronté a deux classes de problemes.

*) Connaissant le signa d’ entrée et le Sgnd de sortie d’ un systeme linéaire, peut-on déduire sa
réponse impulsonnelle ?

C est |le probléme de I identification de processus .

**) Connaissant laréponse impulsionnelle d un systéme linéaire et le signd de sortie, peut-on
obtenir lesigna d entrée ?

C'est le probléme de la déconvolution qui permettrait de corriger I effet de convolution de tout
gppareil de mesure.

Ces deux problémes reviennent arésoudre | éguation inverse de convolution . Un tel probléme
n’'aen généra pas de solution , autrement dit , sauf cas particulier , il n’existe pas de

réponse impulsionndle qui a un signd « &(t) » donné fasse correspondre un signd « S(t) » donné .
II'y ala quelque chose d extrémement désagréable, car I’ essentiel des problemes d'identification
de processus ou de mesure réside dans cette opération de déconvolution .

S : S(t) =e(t) A h(t) aune solution (convolution) .

dors: h(t) = S(t) AA et) e et) =S(t) AA h(t) (déconvolution)

soit n'a pas toujours de solution ou a une infinité de solution .

***) En cas des systémes rédls physiques, on pourrait supposer qu’ en enregistrant S multanément
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ledgnd d entrée &(t) et le signa de sortie S(t) réds d un systeme réd , on puisse par déconvolution,
entirer h(t) , puisque le systéme exigtant , saréponse impulsionndle exise auss ! Or , cette
opération n'est , en générd , pas rédisable , méme dans e cas du systeme linéaire , car on ne mesure
jamais exactement e(t) entaché d'une a (t) ; € (t) = e(t) +a(t) .
De méme, on ne mesure pas S(t) , mais Y(t) + b(t) et I’ équation
h(t) = [S(t) +b ()] AA [e(t) + a(t)] n"est pas forcément soluble.
Sur cdculateur , la solution de cette opération ne converge pas . Le probléme reste actudllement
entier arésoudre [2].

2-1-4-FONCTIONS PROPRES DE L' OPERATEUR CONVOLUTION

Lesfonctions propres de I’ opérateur convolution sont des fonctionstelles que I’ une d entre dles,
convoluées avec ele-méme reste inchangée .
x(OAX() = kx(t) avec k coefficient constant .
Par transformation de fourrier onaura  X(f) X(f) = kx(t) . donc les solutions sont :
X1(f)=0 e X2(f) = x et toute combinaison linéaire des deux .

A cette fonction X(f) correspond x(t) =sin(2P .fO.t)/2P .fO.t
Donc, les fonctions du type « Sn(x)/x » sont des fonctions propres de I opérateur convolution .
Lafonction snus(ou cosinus) est auss fonction propre de I’ opérateur corréation [2].

2-2- L’ECHANTILLONNAGE :
2-2-1-GENERALITES ET THEOREMES

Dans de nombreux cas, on ne traite pas directement les Sgnaux anaogiques (donc continu)
fournis par les capteurs de mesure , mais on les échantillonne , c-&-d que I’ on observe ces Sgnaux
non pas d’ une maniére continue mais a certains ingants seulement. Généralement ces obsarvations
sont périodiques. La démongtration des théorémes d’ échantillonnage et rendue trés smple par
I" utilisation des représentations temporele et fréquentielle des signaux .

2-2-1-1-ECHANTILLONNAGE IDEAL

Les durées d’ observation sont infiniment bréves .

+¥
Xt =X(f) A Fe @ d(f - nfe
n=-¥
« Pour que larépétition périodique du spectre ne déforme pas le matif répéte, il faut et il suffit
que lafréguence de répétition ‘fe’ , qui est lafréguence d échantillonnage soit égde ou supérieure
au spectre de x(t) a 2fm » ¢’ est le théoréme de shannon Fe 3 2fm .
«On peut recondtituer une fonction a partir de ses échantillons , pourvu que la fréquence
d échantillonnage soit supérieure ou égade a deux fois la plus haute fréquence contenue dans
le spectre . » ¢’ et le théoréme de recongtitution de shannon [2].

x(t) = & x(k/ fe)sin(p. fe(t - k/ fe)) /p. fe(t- k/ fe)
k=¥

2-2-1-2-ECHANTILLONNAGE PAR SUITE D'IMPULSIONS PERIODIQUES DE FORME
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QUELCONQUE

On rédise |’ échantillonnage par un dispostif dont laréponse impulsonnele n'est plus une
digtribution de Dirac mais une impulsion de duréefinie* ' . On considére pour vaeur de
I échantillon Xre [2]

2-2-1-3-ECHANTILLONNEUR MOY ENNEUR

On nerédise plus |’ échantillonnage avec impulson infiniment bréve , mais on considere au
contraire une impulsion de largeur finie et on consdére lavaeur moyenne de x(t) pendart la
duréedel’impulson[2] .

2-2-1-4-ECHANTILLONNEUR BLOQUEUR

A l'ingant ‘kTe , on échantillonne x(t) et on met en mémoire cette valeur pour avoir le temps, par

exemple, defaire la conversion andogique-numérique . Lamise en mémoire peut étre trés rapide,
d' une durée q' beaucoup plus courte que la durée g considérée dans le cas précédent. L’ impulsion
d’ échantillonnage est donc une porte de durée q [2]

2-2-2-CADENCE PRATIQUE DE L’ECHANTILLONNAGE

Pour savoir comment il convient , en pratique d’ échantillonner un signd , il faut savoir cequel’on
veut faire ensuite :

*) Echantillonnage d' un signd en vue de calculs ultérieurs; pour faire des caculs sur une fonction X(r)

delavariable «r », il suffit des échantillons x(kRe) pourvu que le pas d échantillonnage soit conforme

au théoreme de Shannon .

*) Echantillonnage du signd en vue de sa reconditution, par exemple pour une visudisation ultérieure.
I est important de connaitre la distance minimae qui doit séparer dans le temps deux échantillons
successifs pour que , a partir de ces échantillons on puisse recondtituer le signa au moyen d’ une

interpolaion relaivement Smple, S cette recondtitution et nécessaire . L' interpolation de Shannon
facilearédiser , consste en une interpolation linéaire accompagnée d’ un filtrage passe-bas destiné a

lisser les points anguleux al’intersection de deux segments de droite successifs .

La cadence d’ échantillonnage va donc dépendre de |’ erreur que I’ on tolére sur le Signd reconstitué a

partir de ses échantillons et , bien r , delaformedu signd . L’erreur dont il est questionici est une
erreur déterministe et non une erreur gatistique, nous le définirons donc alamaniere habitudle[2] .

2-2-3-LE SOUS-ECHANTILLONNAGE

Le théoréme de Shannon , sous sa forme habituelle exige que I’ on choisisse une frégquence

d échantillonnage  fe>2(fc+b) avecb : labande du signd . Mais, compte tenu de ce que la
densité spectrde du signa consdéré est nulle en dehors des bandes définies ci-dessus, on vavoir
gu'il et possible d utiliser des fréquences d’ échantillonnages « fs » tres inférieures a « fe » définie
par le théoreme de Shannon .On peut tolérer des trandatées du spectre dansI’intervale (O, fc-b) ,
et dans!’intervdle (fctb ,+¥) pourvu qu'il n'y ait pas chevauchement , méme partid , avec le
spectre « S'(f) » du signd avant I’ échantillonnage .La trand atée immédiatement a droite de

«S'(f) » provient de « S(f) » apres k+1 trandations de fs ; celle immédiatement a gauche deS'(f)
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provient de S(f) aprésk trandations de fs. S aucun chevauchement ne se produit entre les
diverses trandations, le spectre S'(f) est conservé ,aing que S(f) , et pour retrouver le spectre
initid dans le spectre du signa échantillonné « (f )», il suffit de multiplier« S(f) »par une somme
de deux portes, de largeur 2b centrées sur -fc et +fc . et k: I’ ordre de sous-échantillonnage .
Pour que le sous-échantillonnage soit possibleil faut quel’onat: k< (fc-b)/2b
On aintérét a accroitre le plus possible I’ ordre de sous -échantillonnage, car de ce fait on réduit
le nombre de mots du signa atraiter .

2-3-NOTIONSDE CORRELATION ET DE L’ERREUR
2-3-1-DEFINITION DE LA CORRELATION

En traitement des signauix , il est souvent nécessaire de comparer deux signaux . Ceci peut sefaire de
plusieurs maniéres . Une méthode possible,, dont on fait usage, est de décaler I un des signaux par rapport
al’autre, et de mesurer leur smilitude en fonction du décalage . Mathématiquement ,cette opération
sSexprime par :

o

A xy(K) =§_1¥ (N y(l+k) = & x(1 - k)y(1) = A yx(- k)

1=-¥

ol au mains I’ un des deux signaux supposés réds est aénergiefinie. Lesignd A xy(K) est appeléfonction
d'intercorrdation de x(K) et de y(K) . Si ces deux signaux sont identiques, lesignd A x(k) est appelé
fonction d' autocorréation de x(k) [4].

Lacorrélation et I’ opération qui consste avouloir relier entre elles deux fonctions, résultat de mesures de
I’évolution de x =f(t) ety = f'(t) a partir du tempst0, et arechercher leur dépendance, leur ressemblance
, din de mieux les connditre . Elle mesure I’ interaction entre les deux signaux [3].

Puisque A xy(K) est une mesure de lasimilitude entre x(1) et y(1) , elle atteint Son maximum pour une valeur
dek , lorsque lasmilitude est laplus grande . Les différentes éapes et opérations intervenant dans le cacul
d’ une fonction de corréation sont :

*) Lesgnd y(l) est décdé d' une certaine quantité k ;

**) Le produit x(1)y(1+k) est effectué échantillon par échantillon pour toutes lesvdeursdel ;

***) | esvaeursains obtenues sont additionnées pour obtenir une valeur A xy(K) .

Ces étgpes sont répétées autant de fois que nécessaire [4].

Le coefficient de corrdation linéaire

r =cov(x,y) /sxsy

mesure laressemblance entre les variables déatoiresx et y . Il varieentreO et 1.
Sr =0b pasderdation au sensd une moyenne entrex et y [3].

2-3-2-COEFFICIENT DE CORRELATION ET THEORIE DE L’INFORMATION

Le coefficient ou lafonction de corrélaion est liée al’ énergie mutuelle d' interaction des processus décrits
par les deux fonctions x(t) et y(t') , t et t' différant d une vaeur postive , négative ou nulle et les fonctions
X(t) et y(t') pouvant étre identiques (cas de I’ autocorréation ). Cette notion d' énergie mutuelle d' interaction
et beaucoup plus vaable que les mots ambigus ou impreécis de relation ou de dépendance . L’ higtoire d’ un
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phénomene est x = f1(t) et d'un autrey = f2(t) entre O et T . L’ élimination de t entre ces deux éguationsva
conduire aunerelation entrex ety , il serait donc absurde de dire que x et y sont indépendants, maiss le
produit moyen est nul on peut affirmer qu'il N’y a pas globdement échange d' énergie, donc I énergie
mutuelle d’interaction est nulle ; I’ énergie qui passe d’ un processus al’ autre pendant un intervalle « dt » est
compensée en moyenne par | énergie échangée dans I’ autre sens pendant un autre intervalle « dt ». Il peuty
avair échange d'information sans transfert d’ énergie; ce transfert d' énergie peut ére extrémement petit
maisil exige. Ceci Sgnifie que s deux processus n'ont pas d’ énergie mutuelle d' interaction , toute
connaissance sur |’un d’ eux ne peut rien nous rapporter sur laconnaissance de |’ autre . Donc , S deux
processus ont un coefficient de corrdation nul , celane signifie pas qu'ils soient indépendants ,mais qu’en
moyenne | information qu'ils échangent et nulle . La quantité d'information relative a un processus « X »
contenue dans un processus « y » et liée au coefficient d' intercorréation de ces deux processus [2].

2-3-3-LESERREURS EN TRAITEMENT DE SIGNAL

IL faut conserver al’ esprit les limitations que les méthodes d' analyse possedent intrinsequement . 1
convient auss de savair que pour une large part , ces limitations ont donné lieu a des adaptations qui en
réduisent les effets . La maitrise compléte des conditions de mesure requiert une parfaite connaissance des
caractéristiques des ingruments d’ analyse utilisées, ains que des autres limitations dues au spécimen par
lui-méme et dues au condition d' exploitation . S les sources d' erreurs dégradent I’ information initide , il faut
noter que lorsque les données numérisées sont traitées par un caculateur(16 bits) possédant une meilleure
définition de calcul que les convertisseurs (typiquement 12 bits) , un gain d information gppardit , appelé
gain de cacul qui permet de gagner systématiquement %2 bit dans la définition des fonctiorns moyennées . Il y
aauss desereursliées al’ échantillonnage du signd surtout pour |’ analyseur non équipé defiltres
andogiques antirepliement . Lors de I’ analyse des condtituantes d un signd sinusoidd , s durant |’ acquigtion
, on peut disposer d’un nombre entier de périodes , laraie observée sur le spectre ne sera pas entachée de
I erreur de troncature aux bords de cette fenétre d’ observation . Si par contre , ce nombre de périodes
n'est pas entier , laraie observée peut étre entachée d’ erreurs pouvant atteindre 36% . Pour atténuer ces
effets, on applique au signd acquis une pondération . Les courbes de pondération sont auss connues sous
le nom de fenétres de pondération . Une fenétre de HANNING permet de réduire I’ erreur maximale
d estimation d’ amplitude & 15.2% . L’ gpplication d’ une double fenétre de HANNING réduit I’ erreur
d estimation 29% [3] .

3-1-TRANSFORMATION DE FOURIER_[1]

Lorsgue I’ on considére un signd quelconque, il est indispensable d' avoir présent al’ esprit deux
représentations possibles de ce signd , une représentation-temps, ¢’ est-a-dire une représentation de la
forme y=f(t) dans lagquelle la variable indépendante est la durée qui S écoule, e une représentation
fréquence de laforme Y=F(f) dans laguelle la variable indépendante est 1a fréquence f (dont ladimension
est I'inverse d un temps) .

Ces deux représentations sont reliées entre elles par latransformation de Fourier et il est indispensable,
pour pouvoir utiliser les méthodes de traitement du signa , de savoir manipuler ces deux représentations
complémentaires .

Ceci explique I'ampleur donnée a ce chapitre sur latransformation de Fourier , outil d’ une importance

capitae.
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Notons également que cette transformation définie ici dans le domaine temps-frégquence peut S éendre a
touslesdomaines . Si lavariable indépendante est une longueur , dans le domaine associ€, ce seral’ inverse
d unelongueur , etc .

3-1-1-Transformation de Fourier desfonctions périodiques

Soit x(t) une fonction det périodique , de période T .
On montre que X(t) peut s écrire:

X(t) :a0/2+5[an*005((2*P/T)*n*t)+bn*sin((2*|:) IT)*n*t)]

n=1

¥
X(t) = a, / 2+ & [, * coS(2* P * o) * n*1) +b, * Sn((2* P * o) * n* 1)

n=1

f,=1/T.

Les coefficients a, et b, sont donnés par :

T/2

a, =2/T Ok(t)*cos(2* P * f,* n* t)dt
-T/2
T/2

b, =2/T O(t)*sin(2*P * f,*n*t)dt
-T/2
S I'on pose
X(n* fo) =1/2(a, - jb,)

Ona

T/2
X(n* ) =1/ T Ox(t)exp(- 2* P * j* n* f, * t)ct.

-T2

X(n* f,) est le spectre de fréguence, grandeur complexe, qui peut se décomposer en':
spectre d amplitude :

|X(n* f))|=1/2,/a,8+h, &
spectre de phases:

f(n* 1)) =tg*(-b, /a,).
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¥
O

X(f) = a|X(nf)|* exp(- j *f (nf,))

n=-¥
8 T2

X(t) = aexp(Zpjnft)*1/T O(s)* exp(- 2pifns )ds
n=-¥% -T/2

Les vaeurs négatives de n sont introduites pour rendre les équations plus smples ; on véifie aisément que s
X(t) estréd :

an:a'] a b_n:'bn .

Il est important de remarquer que le spectre d’ une fonction périodique de période T est compose de raies
dont I’ écart minimum et , sur |"axe des fréquences : f,=1/T.

Le spectre d’ une fonction périodique est donc essentiellement discontinu, il n'existe que pour les valeurs de
la fréquence multiples de fo=1/T .

3-1-2-Transformation de Fourier desfonctions non périodiques

On peut considérer cette non-périodicité comme résultant d' une extenson al’infini delapériode T .
L’intervale de fréquences fo=L/T tend dors vers z&ro et le spectre devient aors une fonction qui peut étre
continue .

Ona:

x(t) = Qexp(2pjft)df * Ox(s ) exp(- 2pjs )ds

X(f)= Ox(t)exp(- 2pjft)ct

et gppelée latransformée de Fourier de x(t) .
On écrit habituelement :

X(H)« X(f)
X(f) est unefonction def , en générd complexe , qui comprend donc une partie rédlle (ou en phase) et une
partie imaginaire (ou en quadrature) .
¥
A[X(f)] = O(t) cos(2pft)dt
I
ALX(F)] = Ox(t)sin(2pft)dt.
-y

Le spectre d amplitude est :

X ()] = HALX ()} o+{ALX(F)]} 6.

Le spectre de phase est :
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CAX(1)]

f(f)=1g7( ALX(F)]

).

3-1-3-Siginification physique delatransformation de Fourier

Lorsgue I’ on écrit I’ équation de la transformée de Fourier :
¥\
X(f)= Ox(t)exp(- Zpjft)at
-¥

X(f) et x(t) représentent laméme grandeur physique , mais dans une représentation différente . Si I'on
considére x(t) , le point représentatif se déplace dans le domaine (amplitude-temps). S I’ on considere X(f) ,
le point représentatif se déplace dans le domaine (amplitude-fréquence).

Lorsgue I’ on cherche lavaeur de X(f) pour une vaeur f; def , cdlasignifie que I’ on cherche dans toute
I" histoire (et tout le future) de x(t) ce qui correspond alafréquencef; . Ceci correspond aun filtrage
infiniment sdectif . Un td filtrage n'est pas rédisable physiquement .

On ne peut donc pas connéitre X (f) avec une localisation parfaite sur I’ axe des fréquences.

Deméme, s |’on veut retrouver x(t) apartir de X(f) , il faut connaitre le spectre pour toutes les
fréquences jusgu’al’infini et laformule montre que ¢ est laméme opération de filtrage infiniment sdectif qui
intervient , les variables temps et fréguences éant permutées.

Cdasdgnifie que pour connéitre parfaitement lavaeur de x(t) auningtant t , il faut digposer d' une bande
passante infinie .

3-1-4-Conditions d’ existence de la transfor mation de Fourier

On démontre que, pour qu’ une fonction f(t) ait une transformée de Fourier , il faut et il suffit que: 1- La
fonction f(t) soit bornée (pas de vadeursinfinies) ;
2- L’intégrde def(t) entre-¥ et +¥ ait unevdeur finie;
3- Lesdiscontinuités de f(t) aind que ses maxima et minima soient en nombre fini .
Mais ceci ' entraine pas nécessairement que laréciproque soit vrai . Pour que latransformée de Fourier de
f(t) exigte et soit réciproque, il suffit que f(t) appartienne al’ espace L2 ou espace des fonctions de carré
sommeble . En d’ autre termes, cela signifie que aing que satransformée de Fourier sont a énergiefinie.
On vait , que toutes les fonctions existant physiquement et que I’ on peut étre amené atraiter , vérifient
ces conditions, essentiellement parce qu’ on les observe sur un tempsfini .
Donc , nous aurons a caculer latransformée de Fourirer d'un signd physique , nous N’ aurons pas a nous
poser le probleme de I’ existence de cette transformeée .

3-1-5-Quelques propriétés dela transformée de Fourier
3-1-5-1-Propriétés de linéarité

Latransformée de Fourier est une opération linéaire .
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f(t)« F(f)
g()« G(f)
entraine :
arf(t)+b* g(t)« a*F(f)+b* G(f)
3-5-2-Propriétés de parité

Le tableau ci-dessous les résume .

0] X(f)

Rédle et paire Rédlle et paire
Rédle et impair Imaginaire et impare
Imaginaire et pare Imaginaire et paire
Imaginaire et impaire Rédle et impaire
Complexe et paire Complexe et paire
Complexe et impaire Complexe et impaire

Partie rédle paire
Rédle quelconque

Partieimaginaireimpaire
Partie imaginaire impaire

Imaginaire quelconque

Patierédleimpaire
Partie rédle paire Rédle
Partieimaginaire impaire
Patierédleimpair Imaginaire

Partieimaginaire paire

S x(t) est quelconque (donc pouvant ére complexe ) , on alesrelations:
X(H)« X(f)
X ()« X' (-f)

L’ astérisque sgnifiant quantité complexe conjuguée .

3-1-5-3- Propriétés de smilitude

L’ équation
f(t)« F(f)
N 1 f
entraine f(@t)« —* F(—).
d a

Autrement dit , un éaement de I’ échelle des temps conduit a une « contraction » de I’ échelle des
fréquences et inversement .

3-1-5-4-Propriétés de trandation
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L’ équation :
f(t)« F(f)

f(t-a)« exp(-2pjaf)* F(f)
f(t-a)« cos(2pfa)* H(f)-an(2pfa)F(f) .

entraine :

Ceci implique que les transformées de Fourier de f(t) et de f(t-a) ont le méme module mais|a
transformée de f(t) et de f(t-a) subit une rotation de phase supplémentaire de 2paf .
Cette propriété de trandation est évidemment réciproque ¢ et-a-dire que :

F(H« f(t)
entraine : F(f-a)« f(t)*exp(2pjat) .
3-1-6-5-Dérivation

S:
X(t)« X(f)

. @in = x(n)
:;9) « (2pif)™* X(f).
3-1-6-6-Lescas paticuliers
a).Formule de Poisson. S :
X(H)« X(f)
& &
a x(m = a X(K).
n=- ¥ K=-¥

b).Digtribution de Dirac. On sait que::
d(t) est :-uneimpulsion centrée sur t=0;
-de largeur infiniment éroite;
-et desurface 1.
A pour transformée de Fourier 1

dity« 1
D'ou
d(t-to) « exp(-2pjfto) .
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3-1-7-Pourquoi latransformation de Fourier

Pourquoi avoir choidr latransformation de Fourier , ¢’ est-a-dire une décomposition en déments
Sinusoidaux (ou cosinusoidaux ou sSinusoidaux ) pour la représentation fréquentielle des sgnaux ? N’ aurait-
on pu choidr une autre décompoasition , en sSignaux carrés par
exemple ? Laréponse est smple : On achois une décomposition en éément sinusoidaux propres du filtre
linéaire ; ¢’ ext-a-dire qu' unetelle forme N’ est pas déformée par passage dans un filtre linéaire . Ceci
explique I'intérét d’ une telle décomposition .

3-2-TRANSFORMATION DE LAPLACE
3-2-1-Définition

Latransformée de Fourier def(t) est :
¥\
F(f) = OF (t)exp(- 2pjft)dt
-¥

F(f) n"existe que s cette intégrae est convergente . C' est-&-dire aune vdeur finie .

Silnenest pasand , on larend convergente en multipliant f(t) par exp(-dot) , do &ant une grandeur rédlle
positive , appel ée abscisse de convergence .

Celarevient aremplacer 2pjf par p avec :

p=do+2pjf

p est appelée fréquence complexe.
S, deplus, lafonction f(t) est identiquement nulle pour t<0 , on alatransformation de Laplace :
¥

TLL f (t)] = OF (t)exp(- pt)dt.

Latransformée de L aplace trouve son intérét dans I’ &ude des régimes trangitoires qui , justement , sont
toujours nuls pour t<0 en vertu du principe de causdité ( I'ingtant zéro &ant I’ ingtant ou gppardit | excitation
qui génere letrangtoire) qui veut que I effet ne puisse exister avant la cause .

Latransformation de Laplace est un outil bien connu des servomécaniciens et des physiciens .
Un autre intérét de latransformation de Laplace et que, par des passages alalimite portant sur |’ abscisse
de convergence, on arrive alatransformée de Fourier de fonctions qui 'y sont pas accessibles
directement .
Rappelons auss que latransformée de Laplace de laréponse impulsionndle d un systéme linéaire en est
lafonction de transfert .
L’ équation de convolution :

s(t) = e(t) A h(t)

S écrit , par transformation de Laplace :
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W,(p) =W,(p) *W.(p).

3-3-TRANSFORMEE DE FOURIER DES SIGNAUX DISCRETS

L’idée d’ exprimer une fonction de forme compliquée , comme une combinaison linéaire de fonctions
éémentaires de forme smple, est bien connue . Par exemple, dans un intervale [ug, W] . unefonction g(u)
peut étre représentée par :

¥
a(u=aa*y,u
i=0
Ou lesfonctions Y ;(u) forment un ensemble de fonctions démentaires de forme asmple. S ces fonctions
sont orthogonales, dors les coefficients a; sont indépendants les uns des autres . On parle, dans ce cas, du
dével oppement en série de fonctions orthogonales.
Comme mathématiquement les signaux sont représentés par des fonctions, ceci et évidemment vaable
pour les signaux auss bien numériques qu’ andogique. D’ une maniére tout a fait conforme ala définition
d un sgnad numérique, on peut interpréter la suite des coefficients a; comme un signd numérique
représentant le sgnd andogique g(u).
De tous les dével oppements en Sfrie de fonctions orthogonales, la série de Fourier et sans doute cdlle
dont on fait le plus grand usage en tratement des signaux.
Comme on le sait, on peut générdiser la notion de série de Fourier pour représenter une fonction dans un
intervale infini. Cette générdisation aboutit ala transformation intégrale de Fourier, dont la définition est

rappel ée ci-dessous:
+¥

X(f)= Ok(t)exp(- pjft)ct
-¥
Latransformée inverse est donnée par:

x(t) = OX(f)exp(2pjft)df
3-3-1-Definition

Latransformée de Fourier des sgnaux numerl ques est définie par:

X(f)= a x(n) exp(- 2pjfn)
n=-¥
D’ gorés cette définition, lafonction X (f) est genérdement  une fonction complexe de lavariable rédle

continuef.
3-3-2- Existence de la transformée de Fourier des signaux discrets

Latansformée de Fourier X(f) existe S le membre de lareation précédente est fini, ¢ est-a-dired la
série converge. Comme le module du terme exp(-2pjn) est toujours égd a 1, la condition suffisante pour
que X(f) existe est:

alxn) < ¥ (5-5)
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S cette condition est satisfaite, aors la série converge absolument vers une fonction continue de f. La classe
des signaux qui satisfont la condition (5-5) est cdlle des signaux qui sont auss aénergie finie. Ceci découle
directement de I'inégdité&

a xmfsEra lxmie (56

Le membre de gauche de cette inégdité est par définition I’ énergie du sgnd x(n). Donc, s lacondition (5-5) est
(5-6) I'est auss. Les signaux satisfaisant (5-5) sont appelés sgnaux absolument sommable.

Par contre, un signd a énergie finie, " est pas nécessairement absolument sommable.

Lacondition (5-5) est une condition suffisante pour I’ existence de latransformée X(f). C' est pourquoi ele est s
condition nécessaire est sUjette a de nombreuses définitions et interprétation. Nous admettrons, sans démonstrati

4-NOTIONSPHYS QUESDESPHENOMENESALEATOIRES «BRUITS »
4-1-INTRODUCTION

Leprincipa champ d gpplication du traitement de Sgnd et des méthodes de corrdation éant les
phénomenes aéatoires, il parait indispensable de tenter de préciser ces notions physiques de phénomenes
déatoires. || existe de nombreux phénomenes physiques pour lesgquels les grandeurs que |’ on observe sont
reliées aux conditions extérieures par des lois facilement décelables . Par exemple, le mouvement d une
particule soumise a une force aisement caculable et peut étre entierement « prédit » par la connai ssance des
conditionsinitides et des «forces motrices ». Congdérons, par exemple, le bruit dans un circuit
éectronique : S nous essayons de rdier lavaeur ingantanée de latension de ce bruit au mouvement des
éectrons , phénomene qui engendre ce bruit , il gpparait immédiatement que nous Nous trouvons en
présence d’ un probleme actudllement insoluble, ceci pour des raisons alafois théoriques et pratiques . S
nous voulons , néanmoins, pouvoir faire intervenir ce bruit quantitativement , il nous faudra le caractériser
par des concepts autres que sa valeur instantanées ; Ce seront ses caractéristiques statistiques . Un
phénomeéne cesse d' étre aéatoire dés lors que nous maitrisons les lois qui le régissent . Latrés grande
puissance de la théorie des fonctions aéatoires nous donne le moyen d’ gpprocher la connaissance de ces
phénomeénes, dont les lois exactes nous échappent , et nous permet de les faire intervenir dansle calcul de
leurs conséquences.

Tout signal peut , selon le point de vue envisagé , étre considéré comme déatoire, dors qu’ un bruit peut
éreriched information [3].

4-2-LESLOISDE PROBABILITESSUR LA VARIABLE ALEATOIRE
4-2-1-LA LOI UNIFORME

Soit « A » une partie quelconque de |’ ensemble R des nombres rédls, de longueur v(A) ;
on dit qu’ une variable déatoire « X » et deloi uniforme sur « A » , ou encore équirépartie sur «A », g
elle est continue ,avec la dengté de probabilité f(x) suivante :

fx)=0 s XEA
fx)=vA) § xI A
par exemple, 9 A e I'intervalle (ab) aveca<b,
f(x) =1/(b-a) pour x I A [5]
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4-2-2-LA LOI DE POISSON

Une varidble déatoire « X » ext dite obéir alaloi de POISSON de paramétrem, s €elle est discontinue,,
sesvaleurs possibles xk(k=0,1,2,....) éant les entiers non-négetifsxk =k ; et s 'on a:
Pk =Pr(X = k) = exp(-m) * m*/k! (k=0,1,2,...)
m: es lamoyennede X .
II'y adonc une infinité dénombrable de vaeurs possibles pour X ; le paramétre m peut avoir une vaeur
quelconque , mais toutefois supérieure a z&ro ; m<0 n’est pas admissible, car cdadonnerait de Pk <0
pour k impair ; quant alavaleur m=0, ele est admissible, mais dors Pr(X=0)=1; autrement dit , X se
réduit au nombre présgue-certain O ; nous dironsaors qu'il s agit d' une loi de POISSON dégénérée .
Dans le cas non dégénéré m>0 et Pk>0on a:

a Pk = aexp( m) * ni/k!

k=0
et E(X) = a k* exp(- m) * k!
puisgue le premier terme de cette s&rie (k=0) est nul alors ona:

E(X) =exp(-m)* a m*/(k- 1)!=exp(-m)* m* a m®Y j(k-1)!
k=1 k=1
or:

+¥
& m®? /(k-1)!=exp(-m) ;
k=1
d ot E(X) =m et de méme on peut caculer
E(X?)=mz+m [5].

On trouve pour cette loi des tables de probabilités individuelles ains que des tables de probabilités
cumulées ; on entre dans ces tables par les valeurs de «m» et par cellesdek . L’ extension de ces tables
croit donc en méme temps que les vaeurs de m que I’ on désire atteindre . Deux propriétés permettent
cependant de limiter cette extension :

*) Lorsgue m augmente, laloi de POISSON tend vers une loi normae de moyenne «m» et d’ écart type
«m“? » |l suffit dors de passer en variable réduite : u = (k-m)/m”?

et de rechercher lavaleur de «u» dans les tableaux de lafonction de répartition de laloi normae centrée
réduite , tout en tenant compte du caractere discontinu de laloi de POISSON .

**) En passant par I'intermédiaire d' une fonction auxiliaire qui suit uneloi de «x2 » a« 2| » degrés de
liberté que pour I>150n a:

Probabilité [k>I] = F(2*m"? -(4*1-1)"? )et
Probabilité [k<l] =1-F(2* m"? - (4*[+3)"?).
ou « F » est lafonction de répartition de laloi normae centrée réduite . Laloi de POISSON est une
goproximeation delaloi binomide.

L’'usage delaloi de POISSON est lorsque « P<0.1 et n>> de I’ ordre de 50 & 100 » , lasmplification des
caculs donne son intérét al’emploi delaloi de POISSON dans ces circonstances . Un autre emploi de
cetteloi est les comptages de radioactivité d’ une source , mesurés dans des intervalles égaux , sont
digtribués suivant laloi de POISSON de variance empirique connue , puisqu’elle est égde alaracine
carrée du nombre d'impulsions de comptage pendant I’ intervale de temps en cause [3].
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4-2-3-LA LOI NORMALE, LOI DE LAPLACE-GAUSS OU LOI DE GAUSS

Une variable déatoire « X » obéit alaloi de GAUSS, s X et continu , de densité de probabilité :
f(X) = (Us*(2*P ) 9)*exp(-(x-m)2*s?) s :est| écart type
s =liMoy (& (X% - m)3n) *.
Laloi normae centrée réduite correspond a une moyenne nulle et une variance unité .Sa vaeur numerique
peut ére trouvée dans les tables classiques . Toutes les lois normales peuvent s en déduire gréce au
changement devaridble: u=(xm)/s . [3]

4-2-4-L A FORMULE DE BAYES

Supposons que la variance conditionnelle (u) ne comporte qu’ un nombre fini ou une infinité
dénombrable d’ déments «v » , soient les :v1,v2,v3,...VK,...;

u(Xv) =E(X3) - [E(XAV)]2.

aors pour tout événement « E » et pour tout «h» :
Pr(vh E) = Pr(vh)* Pr(E/vh); et auss Pr(vh( E) =Pr(E)* Pr(vhVE) ;
or: Pr(E) = A Pr(vk) * Pr(E / vk);

k

on entire que : Pr(Vh/E) = (Pr(vh)* Pr(E/vh))/ a Pr(vk) * Pr(E / vk)

qui est la cebre formule de BAYES ,ou plutdt une forme démentaire du théoreme de BAYES.
Mais supposons maintenant que u est quelcongue , donc on a, en désignant par A I’ événement quelconque
(A1 uetAl S,douS lafamilledeséénementsdeA)

CPr(E /v)* g(dv)

Pr(A/E) =" q(A) = Pr(A) et g(dv) est laloi de probabilité deV d'oll V est
Cr(E/v)* q(av)

I’éément déatoire dansu . Telle est laforme générade de laformule de BAYES[5] .
4-2-5-LA LOlI DES GRANDS NOMBRES

Soit { Xk } (k=1,2,3,....) une suite indéfinie de variables aéatoires;
posons S, = X1 +X2+X3+...+Xk , Yk=S, /k = Vk(X1+X2+...XK) ;
On appelleloi des grands nombres tout énonceé éablissant , naturellement sous certaines conditions , que
lorsque k® + ¥ lamoyenne arithmétique Yk desk premiers « Xj » tend stochastiquement vers une
vaiable déaoirelimite <Y » .
SupposoNs que pour tout «j » , « Xj » est une variable aéatoire du second ordre posons:
E(Xj¥?) =sj?, (= 1,2,3,...);
ht+k
al = E(Y2 a Xj¥2) avec (h=0,1,2,3,...; k=1,2,3,...);
j=h+1

onaE(*YkYZ) = ank?[5] .
4-2-6-LA LOI DE PEARSON OU LOI DU X2
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Soit v variables aéatoires normales centrées , réduites, indépendantes , X1, X2.,......, Xv . Consdérons
lasomme : X2 = X124+X2%+......+XV?
Lavariable déatoire X2 suit ce que I’on gppelle une loi de X2 av degrés de liberté . C' est uneloi continue,
s onremplaceles « Xi » par les«Yi» tdsque:
Yi =(Xi-mi)/si dorslasommedescarésdesYi suivralaloi du X2.
Il arrive auss que la représentation d' une variable aéatoire par une loi de X2 provient d’ une comparaison
purement empirique rédisée al’ aide de certainstests ; S lacomparaison est jugée satisfaisante, la
digtribution expérimentale pourra bénéficier des propriétés delaloi de X2 : tables de vdeur , estimations de
lamoyenne et delavariance, et autres 3] .

4-2-7-LA LOI DE STUDENT , LOI DE FISHER-STUDENT OU LOI DE «t »

Cest laloi de probabilité delavarigble d' expression :
t = x/(X2v)¥? ou x : variable déatoire normale réduite
X2: varidble déatoire suivant laloi de X2 et v degrés de liberté
Le cacul apartir de !’ expresson dgébrique de la densité de probabilité de laloi de «t » av degrés de
liberté , donne pour savariance :
s&Z=V/(v-2) (n"est vaable que pour v>2) .
Les principaux usages de laloi de «t » sont la comparaison des moyennes et le caleul del’intervalle de
confiance d une moyenne [3] .

4-2-8-LA LOI DE FISHER-SNEDECOR OU DE SNEDECOR

C et laloi de probabilité de lavarigble déatoire définie par I’ expresson
F = (X12v1)/(X22v2)
ou X12 et X22: variables déatoires suivant laloi de X2 respectivement avl et v2 degrés de liberté .
Lavariable « F » est une variable continue ne pouvant prendre que des vaeurs postives ou nulles . Elle ne
présente pas de symétrie ; pour des valeurs données de vl et de v2 dle alaméme dlure générde que la
courbe de ladensité de X2.
Leprincipa usage delaloi de SNEDECOR est |la comparaison des variances empiriques obtenues
expérimentalement par deux processus différents [3] .

4-2-9-LA LOI BINOMIALE

C'est uneloi de variable discontinue qui concerne les problémes ou celle-ci ne peut prendre que deux
vdeursdiginctes A et B . On désigne par « P » la probabilité pour trouver A |, et par «Q=1-P » cdlede
trouver B . On répéte nfois|’essal , la varigble dégtoire et le nombre defois «r » que le résultat A et
aoparu . L'expresson delaloi binomide et :

PX=1=C,* P'*QavecC, =n!/r!* (n- r)!

en supposant que « P » N’ a pas éé modifiée par les essais antérieures . Donc , lamoyenne
m=n*Petlavaiances2=n*P*Q.

Un des principaux emplois de laloi binomiae concerne les préevements de contrdle de réception , avec
acceptation ou refus de la piece extraite . Elle sert égdement a suivre larégularité de laqudité d une
fabrication dans le cadre d’un plan d’ expérience [3] .
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conclusion
A lafin de ce petit résumé, on pense qu’ avec la bonne compréhension de ces principes, on

pourra décoller dans le domaine du traitement du signal y comprisla recongtitution , avec
beaucoup de confiance et sans complexe.
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