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Abstract

Parks-Mc Clellan method allows the design of Linear Phase FIR filters. The
coefficients h(n) which give the best Chebyshev approximation to the desired
frequency response ‘Hp(€")' are obtained. However, this method uses an infinite
precison optimisation (computer). When these filters are implemented on Digita
Signal Processor with a specia purpose- hardware, each filter coefficient has to be
represented by a finite number of bits ‘b’ smaller than that used on a computer. The
simplest and the most widely used approach to the problem is the rounding of the
optimal infinite precision coefficients to its ‘b’ bits representation. However, the
filters obtained are degraded and in most case there exists another set of finite word
length coefficients which gives the best Chebyshev approximation to the desired
frequency response ‘Hp(€")'. To find these coefficients, it is necessary to include the
finite word length restriction into the filter design. The main object of this work is to
perform strategies which give the best performances to the literature algorithms,
Several approaches are proposed. The effect of the binary representation choice is
studied. An iterated approach to LSD (DMC) is performed. And, a new filter design
method, sequential and progressive is aso proposed. The results obtained are very
promising.

Résumé

Ce travail a permis de mettre en évidence les problemes liés au filtrage
numeérique et spécialement ceux concernant la mise en ceuvre des coefficients du filtre
sur un processeur de signaux de longueur de mot finie. A ce propos, des approches
permettant d’ évaluer la méthode adéquate de I’ optimisation de la mise en ceuvre des
filtres sur un processeur sont proposées dans ce travail.

Dans ce contexte, les effets de la quantification des coefficients, du choix de la
représentation binaire, du choix de critere d’ évaluation et du choix de la méthode de
synthése de filtre sur la qualité de sortie (précision et temps de calcul) du filtre ont été
étudiés. 1l a éé montré que les méhodes existantes dans la littérature scientifique
concernant la synthése de filtres, telles que celles de ParksMcClellan avec
guantification et celles du laboratoire Signaux et Systemes (méthode RA et méthode
DMC) donnent soit un temps de calcul prohibitif, soit des résultats peu performants.
Le but de ce travail est de mettre en cauvre trois approches permettant d’améliorer la
quaité de sortie des filtres mis en oawvre. Le choix adéquat de la représentation
binaire, la méthode itérative (DMCI) et une méhode séquentielle (RSP). Tels les
résultats montrent, les algorithmes proposés sont performants.
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INTRODUCTION

L’évolution de la technologie éectronique, I'intégration a grande échelle de I’ outil

informatique, amenent une diminution du colt des matériels de traitement numérique
de I'information, alors que leur puissance de traitement s accroit ; il en résulte une
augmentation du nombre des applications dans lesquelles intervient le calculateur. On
congoit aisément qu’ on puisse utiliser la souplesse du calcul numérique pour réaliser
sur ordinateurs munis de cartes d acquisition - restitution et d interfaces adaptées
(processeurs de signaux), des lois de commande, effectuer des pretraitements sur les
données. Ce processus de pretraitement nommeé ‘ Filtrage’ est placé aprés un dispositif
de conversion anal ogique — numeérique.

Il existe deux sortes de filtres numériques : les filtres & Réponse Impulsionnelle Finie
(R.I.F.) et lesfiltres a Réponse Impulsionnelle Infinie (R.I.1.). dans notre travail, nous
nous intéresserons aux filtres RIF aphase linaire caractérises par la réponse en
fréquence H(e") donnée sous la forme :

. N-1 :
HE") = @ h) ™"
n=0
avec h(n) : coefficients du filtre
N : longueur du filtre.

Les filtre RIF sont stables et présentent I’ avantage de posséder une phase exactement
linéaire. Par contre, ils ont I'inconvénient de nécessiter un grand nombre de
multiplications comparés aux filtres RIl qui satisfont des spécifications similaires.
Mais, I'avance dans la technologie des semi-conducteurs a rendu |’ opération
d’implantation matérielle directe plus rapide et moins chere. C' est pourquoi, les filtres
RIF ont pris de I'importances ces dernieres années. Dans I'implantation matérielle
directe, la précision dans la représentation des coefficients du filtre est proportionnelle
a la taille des registres. Par consequent, il est indispensable d effectuer une
optimisation discrete des coefficients pour maintenir la longueur du mot la plus petite
gue possible. Dans le cas de filtres RIF a phase linéaire, cette optimisation discrete
gu'on nommera par la suite ‘Synthése discrete’, se traduit généralement par la
guantification (troncature ou arrondissement) des coefficients optimaux de grande
précision de Parks - Mc Clellan [9] a la taille des registres. Cependant, les filtres
obtenus ne sont pas optimaux, et dans la plupart des cas, il existe d’ autres coefficients
sur la méme longueur de mot qui présentent une meilleure approximation dans le sens
de Chebyshev de la réponse en fréguence désirée. Pour retrouver ces coefficients, il
est indispensable d'inclure la restriction de la longueur de mot dans la procédure de
synthese de filtres.

Les auteurs [2]-[4] ont tenté de trouver des dgorithmes améliorant les résultats
obtenus par simple quantification. lls utilisent la méthode du gradient simulé
(Simulated Annealing). Ces méthodes sont stati stiquement fructueuses seulement pour
desfiltres de longueur petite a cause du temps de calcul prohibitif. De plus la solution
obtenue n’est pas garantie a étre la meilleure dans le sens de Chebyshev. D’ autres
auteurs [1], [11], [13]-[16] ont élaboré des méthodes qui effectuent la synthese de
filtres directement dans I’ espace discret des coefficierts. Malgré qu'il soit possible
d obtenir des résultats optimaux, le temps de cacul, méme avec les supers
calculateurs actuels devient prohibitif quand la longueur du filtre augmente.

Le but de notre travail est d' obtenir des coefficients discrets de filtre qui présente la
meilleure approximation dans le sens du critere de |’erreur chois ( critére de
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Chebyshev ou critére de I’erreur quadratiqgue moyenne) , dans un temps de calcul
acceptable. Notre intérét pour ce sujet s appuie sur des travaux effectués dars le
laboratoire Signaux et Systemes [31]-[33]. Il a ouvert une voie a plusieurs axes de
recherche dans le domaine du filtrage numérique.  Celui-ci a utilisé la représentation
binaire de Somme de Deux de Puissance de Deux ‘S.D.P.D." Il a présenté 3
méthodes :

La méthode de Recherche Arborescente ‘R.A." ( Branch and Bound Technique).
La méthode Directe par les Moindres Carrés ‘D.M.C.".
La méthode de Séparation et Evaluation Progressive ‘ S.E.P.’ ( Breath First Search).

Dans ce mémoire, hous nous sommes basés sur les deux premieres méthodes. La
méthode RA présente |’ avantage de procurer des solutions optimales mais le temps de
calcul quand on traite plus de 8 coefficients devient prohibitif. La méthode DMC
possede une grande vitesse de convergence, mais les solutions obtenues bien que
performantes sont rarement équivalentes a celles de la méthode RA. Parmi les
problémes que nous avons été confrontés durant I’accomplissement de ce travail se
trouve la lenteur des algorithmes, spécidement celui de la méthode RA, sur des
ordinateurs de fréquence de travail CPU a 300 Mhz et de 32 Mo de RAM. L’ opération
effectuée pour obtenir les résultats d’ un seul filtre d’ordre 7 peuvent durer plusieurs
jours, alors gue nous avons été amenés a tester des centaines de cas de filtres pour que
I’évaluation de la méthode utilisée soit significative. De plus, le mangque de la
documentation récente dans ce domaine, pour comparaison, specialement, |a référence
de 1%° degré concernant I’utilisation de la méthode du gradient simulé intitulée
‘Application of Simulated Annealing for the Design of Specia Digital Filter’ de N.
Benvenuto, M. Marchesi et A. Uncini, publiée dans la revue de IEEE , Signa
Processing en février 1992.

L’ objet de ce mémoire est de déterminer le processus adéquat de synthése de filtres
dans I’ espace discret, et de se prononcer pour la représentation binaire susceptible a
optimiser I'implantation du filtre sur le processeur. Ce document est divise en 4
chapitres :

Dans le premier chapitre, nous donnons des rappels sur les représentations des
nombres (en virgule fixe, en virgule flottante et en SDPD), |’ effet sur la limitation de
la longueur des coefficients et la théorie de filtres RIF a phase linéaire. Nous
présentons aussi les méthodes que nous avons jugeé les plus intéressants de la synthese
de filtres numeériques existantes dans la littérature scientifique, avant de se prononcer
pour le choix des méthodes et des représentations binaires usitées dans les chapitres
suivants.

Dans le deuxiéme chapitre, notre propos a éé d éendre les travaux du laboratoire
Signaux et Systemes concernant les méthodes RA e DMC dans les trois
représentations binaires en virgule fixe, en virgule flottante et en SDPD. Nous
montrerons pour la méthode RA que la représentation en virgule fixe procure le filtre
a plus faible erreur quadratique moyenne, mais le temps de calcul est tres grand
comparé a celui congu dans la représentation SDPD qui est de performance moindre.
Nous alons aussi montrer, qu'il est souvent préférable de concevoir des filtres en
virgule fixe sur un mot de longueur plus petite de 4 bits que celle prescrite en utilisant
SDPD, afin de gagner en précision et en temps de calcul. Dans le cas de la méthode
DMC, nous alons montrer qu’il est déconseillé d utiliser la représentation SDPD, afin
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d’obtenir de bonnes performances, puisque cet algorithme posséde une convergence
rapide. Notre principale contribution dans ce contexte a été de prouver statistiquement
gu'il est possible d obtenir de meilleures performances que ceux en [31], gréace a un
choix adéguat de représentation binaire.

Dans le troisieme chapitre, nous présentons une nouvelle méthode nommée méthode
Directe par les Moindres Carrés Itérative ‘D.M.C.I.. Cette méthode améiore
itérativement les résultats de DMC. Nous montrons que cette méthode retrouve
souvent les performances de la méthode RA. Le temps de calcul est plus grand que
celui de la méthode DMC mais nettement plus petit que celui de la méthode RA. Nous
montrons que les représentations en virgule fixe et en virgule flottante procurent de
meilleures performances que celles de la représentation SDPD.

Dans le quatrieme chapitre, nous présentons une nouvelle méthode nommée méthode
de Recherche Séquentielle et Progressive ‘R.S.P.” basée sur la méhode RA. Cette
méthode présente une nouvelle stratégie de branchement afin de réduire I’ espace
discret de recherche utilise par la méthode RA. Nous montrerons que le temps de
calcul sera drastiquement réduit et que nous pouvons effectuer la synthese pour
n'importe quelle longueur de mot. La réduction de I’ espace discret ne semble pas
dégrader |’ optimalité des résultats.
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Chapitrel

PRELIMINAIRESET ETAT DE L'ART
‘CONCEPTION DE FILTRESNUMERIQUES

NUMERIQUES A PHASE LINEAIRE DANS
XI.  L'ESPACE DISCRET DES COEFFICIENTS

INTRODUCTION :

Dans ce chapitre, nous donnons les éléments de base permettants une bonne
compréhension de notre travail. Une description des différentes représentations
binaires des nombres et des principales méthodes de quantification sont données.
Nous présentons la méthode la plus connue et intensivement utilisée pour la
conception desfiltres ‘R.I.F.” a phase linéaire nommée méthode de Parks - Mc Clellan
[9]. Cette méthode permet de retrouver les filtres qui possedent la mellleure
approximation au sens de I'erreur de Chebyshev avec des coefficients a précision
infinie. Ensuite, nous mettons en relief les conséquences de la limitation du mot
machine sur le gabarit du filtre.

Nous nous intéresserons aussi aux meéthodes de synthese existantes dans la
littérature scientifique pour des coefficients a précision finie.

II. ESPACE CONTINU ET ESPACE DISCRET :

On appelle ensemble {v}, I'ensemble des valeurs gue peuvent prendre les

coefficients h(n) de filtres RIF définis par H(2) a h(n)z". Lorsgu'il n'y a aucune

contrainte sur le nombre de chiffres sugnlflcatlfs les coefficients du filtre
appartiennent & un ensemble continu qu’on noterapar ‘E;’: {v} = E
oo E={v/vi R}.

En pratique on utilise des ordinateurs de longueur de mot finie. On peut montrer
alors que I'’ensemble des valeurs représentables, que nous nommerons par Ejs, est
discret. Toutefois i ces valeurs sont tres proches entre elles (lorsque le nombre de bits
est suffissmment grand), on peut admettre moyennant une erreur acceptable que
I”’ensemble est continu. Dans ce cas précis, dans la suite de notre travail, on confond
guelquefois I’ensemble discret, dont les valeurs sont représentées par des mots de
longueur supérieure ou égale a 64 bits, avec E..( E: : espace continu)

L’ ensemble discret Ejs est un sous ensemble de E. Les valeurs appartenant a
Egisc SONt telles que la différence entre deux nombres quelconques est toujours égale a
un multiple d’ une quantité q, appel € pas de quantification.

S nous considérons un ordinateur de longueur mot machine Nboq = 64 hits,
fonctionnant en virgule fixe (détaillée dans le paragraphe I11.1.1.) pour représenter les
nombres purement fractionnaires (nombres compris entre -1 et +1), les valeurs
représentées par cet ordinateur seront également espacées avec un pas de
quantification égal &g =2"% (un bit étant réservé au signe du nombre).

Avec la méme représentation, dans un processeur de signaux ou le nombre de
bits Nbproc= 16 bits, le pas de quantification est assi constant et égal 4g=2""°
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Dans les deux exemples précédents les pas sont constants, ils dépendent
uniquement du nombre de bits Nb. Si nous utilisons une autre représentation, par
exemple la représentation virgule flottante, le pas devient variable. Ceci explique que
le pas de quantification dépend aussi de la représentation utilisée.

Il importe de donner les remarques suivantes :

Un ensembl e discret, dépend principalement du pas de quantification ¢’ est-a
dire du nombre de bits et de la représentation utilisée.

Le pas de quantification q varie inversement au nombre de bits Nb. Plus les
coefficients sont représentés par des mots de longueur plus grande, plus petit est le pas
et meilleur est la précision.

Pour distinguer I’ espace dans lequel nous allons travailler, et suite a ces deux
remarques, nous définissons deux ensembles :

Ensemble discret ordinateur Egs: = Eyg : ensemble des valeurs décrites
suivant une représentation par des mots de longueur Nboq bits.

Ensemble discret processeur Egs = Eproc : ensemble des valeurs décrites
suivant une représentation par des mots de longueur Nbyroc bits, avec Nbgroc<Nborg -

Un ensemble est un espace a une dimension ou les coefficients du filtre
prennent leur valeur. Les solutions recherchées, se composant de N valeurs, et varient
al’intérieur d’un espace a N dimensions, qu’ on appellera espace discret des solutions.
Il seranoté EY. Enfin on définirapar:

EN, : I'espace discret des solutions, de dimension N, ou les valeurs sont

ord

représentées par des mots a Nbgq bits.
EN _ . I'espace discret des solutions, de dimension N, ol les valeurs sont

proc
représentées par des mots & Nbyroc bits [32)].

Dans notre travail qui est la ‘synthese des filtres dans |’ espace discret des
coefficients’, nous nous intéresserons a I'espace discret nommé ‘EY . Dans le

proc *
paragraphe suivant, nous présenterons les éléments intervenants dans notre travail tels
que les différentes représentations binaires, les types de quantification, un descriptif
théorique sur les filtres RIF a phase linéaire, spécialement les filtres de Parks - Mc
Clellan, et les erreurs dues a la limitation de la longueur du mot des coefficients.

[11.  NOTIONS FONDAMENTALES:
Les bruits intervenants dans le traitement numérique de signal sont les suivants :

- Lebruit de conversion analogique/numérique du signal d’ entrée.

- Lebruit de conversion des coefficients du filtre obtenu en coefficients de longueur
de mot finie.

- Le bruit relatif & I'exécution des opérations arithmétiques dans un mot machine
dont la longueur N’ augmente pas.

- Lebruit de conversion numérique/analogique du signal de sortie.

Le calcul des coefficients se fait généralement a I’ aide d ordinateurs de longueur
de mot Nbyg donnant une précision satisfaisante. Lors de la mise en ceuvre du filtre
ains obtenu sur un processeur de longueur de mot machine Nbproc < Nborg il faut
obligatoirement quantifier ces valeurs; ceci pourrait changer la réponse en fréquence
du filtre ou — en d'autres termes- la position des zéros du filtre. Ces modifications
sont géné&ralement néfastes. |l peut arriver qu'aprés quantification, le filtre ne
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satisfasse plus les spécifications sur lesquelles le calcul des coefficients non quantifiés
étaient basés.

Cette sensibilité des coefficientsa la
guantification varie d’une structure de
filtreauneautre. La position des zéros dans
le cercle unité releve uniguement de |’ effet
de quantification.

Nous avons supposé a chaque instant que les coefficierts du filtre pouvaient
prendre n'importe quelle valeur. Pour la catégorie tres importante des signaux et des
systémes numériques, cette supposition ne tient pas parce que chague quantité est
représentée par la combinaison d’un nombre fini de bits ( c’'est adire un mot binaire
ou smplement un mot). Un bit est un nombre qui peut prendre seulement deux
valeurs différentes (habituellement O et 1). Avec une longueur de mot Nb bits, nous
pouvons distinguer au plus 2'° valeurs différentes. Quand nous sommes libres de
choisir Nb, nous pouvons rendre la représentation numeérique aussi précise que nous le
voulons et donc approcher tout systéme numeérique ou tout signal numérigque avec une
précision aussi grande que nous le souhaitons.

Cependant dans la pratique, la réalité est complétement différente. Pour des
raisons d économie, NOUS sommes souvent intéresses de savoir comment nous
pouvons choisir la valeur Nb la plus basse possible sans introduire d erreurs
importantes. Nous sommes alors inévitablement confrontés a un certain nombre
d effets de nature tres variée, causés par la longueur de mot finie que nous utilisons.
Ces effets sont souvent trés compliqués, et difficilement a mettre en éguation. Les
seules conclusions que nous pouvons tirer a leur sujet sont des conclusions statistiques
(reliées aux valeurs quadratiques moyennes, aux valeurs maximales, etc.).

L’ exploitation fructueuse du mot a Nb bits, dépend du choix adéquat de la
représentation binaire et de I’algorithme a utiliser. Dans ce contexte, nous alons
présenter les représentations binaires, les plus utilisées, qui nous intéresseront dans
notre travail.

I11.1. REPRESENTATIONS DESNOMBRES :

La représentation des nombres par un mot machine fini se fait suivant des
normes éablies que nous nommons par «code numérique ». Les représentations les
plus courantes sont les suivantes :

1) En signe et amplitude ( ou valeur absolue).
2) En complément a un.
3) En complément a deux.

Dans les trois représentations (1), (2) et (3), le bit situé le plus a gauche est le
bit de signe ; il est égal a «0 » en présence d un nombre positif, et a «1 » dans le cas
d’ un nombre négatif.

Dans la représentation en signe et amplitude, a part le bit de signe les autres
bits représentent la valeur absolue du nombre.
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Dans la représentation en complément a un, les nombres négatifs sont obtenus en
remplacant chacun des bits du nombre positif correspondant par le bit opposé (
inversion de bits : transformer les'0" en ‘1’ etles‘1 en‘0’).

Les nombres négatifs dans la représentation en complément a deux, sont obtenus en
inversant tous les bits du nombre positif correspondant et en gjoutant un «un» ala
place correspondante au bit de plus faible poids.

Parmi ces trois représentations, la premiere et la troiseme sont les plus largement
utilisées. Leur principal avantage est de réaliser les multiplications, les additions et les
soustractions.

Nous nous intéresserons dans notre étude qui suit aux nombres fractionnaires.

L es différentes représentations existantes
sont les suivantes::

*) lavirgule fixe.

*) lavirgule flottante.

*) lareprésentation SDPD (Somme de Deux de Puissance de Deux).
[11.1.1. REPRESENTATION EN VIRGULE FIXE :

Le nombre h(n) est représenté par un mot binaire de (Nb+1) bits.

200 | aD) | a2) | e a(Nb- | a(Nb-
2) 1) a(Nb)

représentation d’un nombre en binaire virgule fixe

ou les a(i) représentent les valeurs des bits du nombre considéré. (0 ou 1)
Lebit a(0) est le bit de signe.

a(0)=0 s le nombre est positif.
a(0)=1 s le nombre est négatif.

La représentation d’'un nombre fractionnaire dans un champ fixe de Nb+1
positions (registre de Nb+1l cellules) ne permet pas de représenter les valeurs
inférieures 3 27NP.

Les valeurs représentées par ce systeme de numération sont discretes et
espacées d’ un pas constant égal & g=2"" (q: étant le pas de quantification) .

A titre d’exemple(fig.1), pour un espace discret a 8 bits, nous reservons sept
bits pour la vaeur absolue du nombre.
A part ‘0" et en valeur absolue, la valeur la plus faible représentable est: 1.27 =
0.0078125, tandis que la valeur la plus élevée est: 1.2+ 1.25+ 1.2°%+ 1.2%+ 1.23+
1.2%+ 1.2'=0.9921875

|:| N N N F F  F F fy w  |




Fig.1. Signe et amplitude des valeurs discrétes dansI’intervalle [-1, 1] suivant la représentation
en virgule fixe dans un espace discret de longueur de mot 8 bits.

Nous remarquons sur la figure 1 que la représentation en virgule fixe est une
représentation uniforme et le pas est constant. La représentation des coefficients en
virgule fixe conduit a une valeur maximale des erreurs de quantification indépendante
des valeurs représentées. Dans ce cas la représentation des coefficients du filtre en
virgule fixe affecte les coefficients a valeurs absolues faibles, d’une erreur relative
importante.

111.1.2. REPRESENTATION EN VIRGULE FLOTTANTE:

Un nombre peut étre représenté sous forme d’'un nombre réel et d'un facteur
multiplicatif qui est une puissance d’ une base. Cette représentation est dite flottante
[24],[32]. Un nombre h(n) dans la représentation en virgule flottante, peut étre écrit
comme suit :

h(n) =+ M.BE. (1)
ou M : lamantisse, elle est réelle et positive.
B : labase, elle est entiere. En binaire elle est choisie égale a 2.

E :est|'exposant, il est entier.

La représentation d’ un nombre h(n) en virgule flottante par un mot de (1+e+m)
bits est donnée comme suit.

signe |  exposant (e bits) | mantisse ( m bits)

[0 [a@ | ... [a@ | b ... [ bm |

représentation d’ un nombre en binaire virgule flottante

ou a0): hit de signe du nombre.
m : nombre de bits réserves ala mantisse.
Avec

M =& b(i)2" w)

Qog

e : nombre de bits pour représenter lavaleur de I’ exposant.

E =4 a)2" ®

Cette représentation est choisie pour diminuer au maximum les erreurs d’ arrondi
dans une représentation en champ fixe. Ceci en lui offrant une flexibilité et une
dynamique plus grande. On choisit en générd I’ exposant de telle fagon qu'il n'y ait
pas de zéro non significatif au début de la mantisse. Dans ce cas la représentation est
dite normalisée. L’utilisation d’ une mantisse normalisée permet de conserver la
précision la plus grande pour les nombres. L’ erreur sur une mantisse fractionnaire de
m bitsest de 2™ dans le cas d’ une quantification par troncature ou de (1/2) 27 M =2 "™
! dans le cas d'une quantification par arrondi [32].L’ erreur relative, dans le cas d'un
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champ binaire normalisé de k bits est égale & 2**, elle est indépendante du nombre
représenté [25]. La mantisse est, plus fréguemment, considérée comme un nombre
purement fractionnaire plutét que comme un nombre entier.
A titre d’ exemple(fig.2), pour un espace discret a 8 hits, a part ‘0" et en vaeur
absolue, la valeur la plus faible est : 24,27 =0.00048828125,
tandis que lavaleur laplus élevéeest : 1.2+ 1.23+ 1.2 + 1.2 =0.9375
Conventionnellement dans la suite de notre travail, nous avons choisi un
nombre de bits constant pour I’exposant (3 bits), pour chaque longueur de mot
supérieure a4 bits.
En général, pour un mot dont la longueur des coefficients est de Nbproc bits,
Nnous avons pris:
- 3 bits pour I’ exposant.
- 1hitsréservé au signe.
- Lenombre de bits restant pour la mantisse:
Nbmantisse = Nbproc -4.

D b4+ 4+ 4 4 4 A H I 4 4 4

Fig.2. Signe et amplitude des valeurs discrétes dans |’ intervalle [-1, 1] suivant la représentation
en virgule flottante dans un espace discret de longueur de mot 8 bits.

Nous remarguons sur la figure 2 que le pas entre deux valeurs discrétes adjacentes
n'est pas constant. Plus nous nous approchons du ‘0", plus le pas diminue. Par
conséquent, le nombre de valeurs discrétes est plus important autour de ‘O’ que les
autres régions. La difficulté réside dans les opérations arithmétiques comparée a la
représentation en virgule fixe. De ce fait, nous présenterons dans le paragraphe
suivant une troisieme représentation nommeée SDPD ‘représentation en somme de
deux de puissance de deux’. Celle ci possede les propriétés des deux précédentes
représentations, la virgule fixe et la virgule flottante.

111.1.3. REPRESENTATION BINAIRE EN SOMME DE DEUX DE
PUISSANCE DE DEUX (SD.P.D.):

La représentation binaire en virgule flottante entraine une complication des
opérations arithmétiques. L’ agorithme de I’ addition (ou de la soustraction) est plus
complexe en virgule flottante qu’ en virgule fixe, le plus souvent dans les réalisations
spécialisées des filtres numériques, on utilise la représentation binaire en virgule fixe.

Dans cette section nous étudions une autre représentation binaire en *’ Somme
de Deux Puissances de Deux’’ ou S.D.P.D.[14],[17],[19]. Cette représentation permet
de lever les inconvénients des deux précédentes représentations binaires en virgule
fixe et en virgule flottante. Elle permet de représenter les coefficients a faible valeur
avec une erreur plus petite que celle en représentation a virgule fixe. La dynamique



des valeurs est plus grande qu'en virgule flottante pour un ensemble discret
processeur ‘ Ey .’ plus petit.

Lavaleur du coefficient h(n), dans la représentation S.D.P.D., est décrite par une
somme de deux termes, ou chacun des deux termes est écrit dans la représentation

binaire en virgule flottante.

g .
h(n=a mm.2 o (4)

ol m(n) : mantisse entigre, m(n) T [-1, 0, 1].
e (n) : exposant,g (N) 1 [0, 1, 2, ......, p-2, p-1].

p : nombre de valeurs que peut prendre I’ exposant (a partir de 0).
dans cette représentation la mantisse ne prend que trois valeurs{ -1, 0, 1}, deux hits
sont suffisants pour la représenter. La représentation de la valeur du coefficient h(n)
en S.D.P.D. est donnée par:

1° terme 2° terme
my (n) e(n | m(n & (n)
[ 2bits | ebits | 2bits [ Ebits |

Représentation d’ un nombreen S.D.P.D..

La représentation du nombre h(n) nécessite Nb = 2.(2+€) hits, e éant le nombre
de bits de chaque exposant.

A titre d’ exemple (fig.3), pour un espace discret a 10 bits, a part ‘0O’ et en valeur
absolue, la valeur la plus faible est: 27 = 0.0078125, tandis que la valeur la plus
élevéeest : 1.

nous donnons dans le tableau ci-dessous, les valeurs discrétes dans la représentation
S.D.P.D. pour Nb = 10.

- 1.2 = 1.0000

_ 129 - 1.2% =0.984375

- 12Y + 128 = 06250

- 12t = 0.5000

- 12t - 12% = 03750

- 128 = 0.015625
- 127 = 0.0078125
-0 = 0.0000

- -127 =-0.9921875
- 1. =-1.0000

Tableau devaleurs en S.D.P.D
(Nb=10).

Comme nous pouvons le remarquer, les valeurs ne sont pas régulierement espacees.
Il existe une plus grande concentration dans des régions comme autour de 0, de + 0.5
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et £ 0.25. L’ écart entre deux valeurs consécutives n' est, par conséquent, pas toujours
constant comme en virgule fixe gnin=0.0078125 et ghax = 0.125. La représentation
S.D.P.D. est donc une représentation non uniforme.

O+ 4 4+ FHEHE - I+ -

-1 -0.5 1] 0.5 1

Fig.3. Signe et amplitude des valeurs discrétes dans I’ intervalle [-1, 1] suivant
lareprésentation SDPD dans un espace discret de longueur de mot 10 bits.

Nous remarquons (fig.3) gue la concentration des valeurs discretes est autour
de quelques principales valeurstellesque : 0, £1, + 0.5, + 0.25, 0.125, due ala nature
de la représentation.

[11.1.4. ETUDE COMPARATIVE DES REPRESENTATIONS VIRGULE FIXE,
VIRGULE FLOTTANTE ET SDPD :

Le but de cette éude comparative est de mettre en relief I'intérét du choix
adéquat de la représentation binaire dans la conception de filtres avec une grande
précision et un temps de calcul réduit. Dans le but de trouver la meilleure
représentation binaire qui permet une implantation a faible erreur des coefficients du
filtre sur un processeur de signaux de longueur de mot finie avec un bruit réduit, nous
avons effectué I'éude comparative entre la représentation en virgule fixe, la
représentation en virgule flottante, et la représentation SDPD dans ce qui suit.

Considérons Frix, Frot € Fspa les filtres qui présentent la meilleure
approximation dans le sens de Chebyshev respectivement dans les représentations en
virgule fixe , en virgule flottante et en SDPD. Les filtres Frix , Friot € Fsgpa SONt congus
dans un espace discret a Nb bits dans des temps de calcul respectivement tey, tro, €
tepd- POUr UN Mot machine de longueur Nb bits, nous avons:

- Fix est le filtre qui a la meilleure approximation au sens de Chebyshev en représentation a
virgule fixe de temps de calcul dety. Nous posons |’ erreur minmax correspondante égale a Eiy.

- Frno est lefiltre qui ala meilleure approximation au sens de Chebyshev en
représentation a virgule flottante de temps de calcul de %:. Nous posons
I’ erreur minmax correspondante égale a 5ot.

- Fsipa est le filtre qui a la meilleure approximation au sens de Chebyshev en
représentation SDPD de temps de calcul de tspd. Nous posons |’ erreur
minmax correspondarte égale a Expd.

L’ éude que nous nous proposons deffectuer est de savoir quelle est la

représentation (virgule fixe, virgule flottante ou SDPD) qui présente la plus petite
erreur au sens de Chebyshev et le temps de calcul correspondant.
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Pour une comparaison significative entre les trois représentations binaires en
virgule fixe, en virgule flottante et en SDPD, nous devons prendre en compte :

- de la précision au sens de Chebyshev (Erix, Eiot € Esdpd)
- du temps de calcul (trix, trot €t tsdpd)

Nous nommons par valeur admissible ou valeur permise la valeur discréte pouvant
étre représentée sur un mot machine de longueur Nb bits. nous nommons par pas

minimal, le plus petit pas entre deux valeurs discrétes adjacentes, et par pas maximal

le plus grand pas entre deux valeurs discretes adjacentes pour une représentation
donnée.

Pour la représentation a virgule fixe nous avons.
- lenombre de vaeurs admissibles noté par Nb,g est

Nbgy = 2NP-2 (5)

avec Nb: longueur de mot machine.
- Le pas minimal noté par pmin €t e pas maximal noté par pmax SONt égauix

Pmin= Pmax = ZNea+l (6)

Pour unereprésentation avirgule
flottante nous avons:
- le nombre de valeurs admissibles est
Nbaj =1+ 2[ 2meantisae +(2meanti$el.( 2Nbexp_ 1))] (7)
Avec Nbmantisse : Nombre de bits dans la mantisse.
et Nbexp: Nombre de bits réservé a I’exposant (conventionnellement nous |’ avons
choisi éga atrois bits).
alors en remplagant Nbexp =3 nous aurons
Nbaj =1+ 2[ 2meanti$e + 7_(2meantissel_)] (8)
- le pas minimal est
pmin: Zmeantisse . 2—7 (9)
- le pas maximal est
Prax= 2—meantisse (10)

Pour une représentation SDPD (cf 11.1.3):
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- Le nombre de vaeurs admissibles est

Nbgg = 1+ 2.[ 2NPP 4( NP 9)2] (11)
- Le pas minimal est
Pmin= 2% (12)
avec:
a=2\bexP. 1 (13)
- Le pas maximal est
Prex = 2° (14)

Ces formules reportées précédemment exprimant le nombre de valeurs
admissibles, le pas minima et le pas maximal ont é&é éaborées a partir de la
définition de chaque représentation. Une comparaison primitive entre ces formules
pour chaque représentation n’est pas significatif. Elle dépend de la longueur du mot
machine dans lequel le filtre sera congu. A titre d’ exemples, nous avons choisi deux
espaces discrets de longueur de mot de 8 bits et 16 bits et nous avons construit les
tableaux suivants:

Longueur du | Virgule fixe | Virgule flottante S.D.P.D.
mot machine
8 hits 255 143 17
16 bits 65535 36863 7817

Tableaul : Nombre de valeurs discrétes admissibles dans |’ espace discret [-1, 1]
a8 hits et a 16 bits suivant chaque représentation.

Longueur du | Virgule fixe Virgule SD.PD.
mot du flottante
processeur
8 bits 2’ 2t 2
16 hits 2> 2 2%

Tableau2 : Valeur du plus petit pas dans |’ espace discret [-1, 1] sur 8 bits
et 16 bits suivant chaque représentation.

Longueur du | Virgule fixe Virgule SD.PD.
mot du flottante
processeur
8 bits 2 2% 273
16 bits P e 23

Tableau3 : Valeur du plus grand pas dans |’ espace discret [-1, 1] sur 8 bits
et 16 bits suivant chaque représentation.

Dans le tableau 1, nous remarguons que le nombre de valeurs admissibles est
plus grand dans la représentation a virgule fixe que celui dans la représentation a
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virgule flottante et SDPD. Dans cette derniére représentation, la majeure partie du mot
machine a é&é consommeée par la mantisse. Dans la représentation a virgule flottante,
pour des raisons pratique, nous avons fixé I'exposant a 3 bits. par conséquent, la
dynamique des valeurs serait réduite. Dans les tableaux 2 et 3, nous remarquons que
la précision est plus grande dans la représentation a virgule flottante pour Nb = 8 bits
et dans SDPD pour Nb=16 hits.

Dans ce paragraphe, nous avons donné les propriétés de chaque représentation
binaire tel que le nombre de valeurs admissibles, le pas minimal et le pas maximal. La
connaissance de ces propriétés serait prise en considération dans I’ é&ude qui suit pour
une bonne évaluation des performances des algorithmes utilisés, pour la précision et le
temps de calcul. Le pas minimal et maximal interviennent dans la précision tandis que
le nombre de valeurs admissibles influe sur le temps de calcul. Pour la synthése des
filtres dans |’ espace discret des coefficients, le choix de la représentation dépend des
ressources disponibles telles que la précision, le temps de calcul et la complexité de
I"algorithme utilisé. L’ évaluation de la meilleure représentation est liée a la méthode
de synthese utilisée.

Dans le paragraphe suivant, nous alons présenter les deux types de
guantification troncature et arrondissement ainsi que les erreurs engendrées afin de
mieux évaluer la qualité des méthodes de synthese de filtres numériques utilisant la
guantification.

[11.2. QUANTIFICATION :
[11.2.2. TRONCATURE:

Nous représentons ‘X’ par la valeur discréte ‘xr’, adaptable par troncature a la
taille du mot binaire fini. Lafigure 4. illustre la fonction troncature.

V' S
#T max

_29q -q “

-# T max

Fig. 4. Représentation de lafonction troncature
g : représente le pas de quantification et

x7=0.Ent[x/q] (15)
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Ent . désignela partieentiere.
Sgn(x) : lesigne de x.

L’erreur d’arrondi est er = x7t-X e€etona:
-g < er£+q.

111.2.2. ARRONDISSEMENT :

Nous représentons ‘X’ par la valeur discréte ‘xa’ obtenue par |’ opération
d arrondissement de ‘X’. lafigure 5. illustre la fonction arrondi.

W maN
-39/2 -q9s2 "
/2 392 g
- WO max

Fig. 5. Représentation de la fonction arrondi
g : représente le pas de quantification et

xa=0.Ent[x/q+0.5sgn(x)] (16)

Ent : désignela partie entiere.
Sgn(x) : lesigne de x.
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L'erreur d’arrondi est es = Xp-X etona:
-g/2 < en£+Q/2.

11.3. THEORIE DESFILTRESR.I.F. APHASE LINEAIRE:
111.3.1. INTRODUCTION :

Dans ce paragraphe, nous allons présenter les notions fondamentales et les
caractéristiques des filtres RIF a phase linéaire, sujet de notre travail de recherche de
base. Dans la conception des filtres, la classe des filtres a durée finie possede la
propriété intéressante, telle que la stabilité. De plus, les filtres R.I.F. peuvent étre
congus de fagon a ce que leur réponse en fréquence possede une phase exactement

linéaire.
[11.3.2. CARACTERISTIQUES DESFILTRESR.I.F. A PHASE LINEAIRE:

Soit {h(n)} une ségquence causale a durée finie définie sur I'intervalle 0 £n £
N-1. Latransformée de Fourier de {h(n)} est :

HE" = & h(n)e™ (17)
posons o
H(e") = +1/H(e") 15190 (18)

Avec VH(e"™) Yzet q(w) respectivement I’ amplitude et 1a phase de H(e") .

Pour qu'un filtre R.I.F. ait une phase exactement linéaire, il faut que la phase
g(w) soit de laforme suivante :
gw)=-aw aec -p<w<p

(19)
ou a est un retard de groupe constant.
Par égalité de (17) a (18) nous avons
. N-1 . . .
HE™) = g h(n) e = +¥H(e") YoeldW (20)

n=0

N-1
é h(n).sn wn
Nous obtenons tan(a.w) = —=
h(0) + § h(n).coswn

n=1

(21)
Il existe deux solutions possibles :
- a =0: qui entraine que h(0) est arbitraire et h(n) =0 pour n * 0, résultat peu utile.
- at! 0:qui entraine que I’ éguation (21) s écrit

Né;lh(n).sinvv( a-n)=0 (22)

Lasolution de (22) s elle existe est unique et est de laforme



a =(N-1)/2 et
h(n) = h(N-1-n) avec O£n£N-1

Nous remarquons que pour chague cas N, il y a une seule valeur de retard de
groupe ‘a=(N-1)/2’, laréponse impulsionnelle doit étre d’ une symétrie spéciale.
- S ‘N est impaire, ‘a’ est entier, aors, le centre de symétrie de la réponse
impulsionnelle du filtre & phase linéaire est I’ échantillon du milieu (figure 6.).
- S ‘N est paire, dors, le centre de symétrie de la réponse impulsionnelle du filtre
aphase linéaire est le milieu entre deux échantillons (figure?.).
On dit qu'un filtre est a phase exactement linéaire, s'il posséde un retard de groupe
constant et un retard de phase constant. Si on désire seulement gue le retard de groupe
soit constant ( comme c’est souvent la cas), alors le filtre a phase linéaire se définit
comme suit

H(e") = +vH (™) veel 2w (23)
Les seules nouvelles solutions pour {h(n)}, a et b sont :

a=(N-1)/2, b=zxp/2 (24)
et h(n)=- h(N-1-n) avec O0£n£N-1

Les filtres solutions ont un retard de (N-1)/2 échantillons avec des réponses
impulsionnelles antisymétriques autour du centre de la séquence opposée au réelle
séquence a phase linéaire.

- Pour N impaire, h(N-1)/2 doit égale a 0. Le centre de symétrie de la réponse
impulsionnelle du filtre a phase linéaire est I'échantillon du milieu égale a 0
(figure 8.).

- Pour N paire, le centre de symétrie de la réponse impulsionnelle du filtre a phase
linéaire est le milieu entre deux échantillons (figure 9.).

Dépendant de la valeur de N ( paire ou impaire) et du type de la symétrie de la
seguence a réponse impulsionnelle ( symétrique ou antisymétrique), il existe quatre
cas possibles des filtres RIF a phase linéaire [5].

111.3.3. REPONSE EN FREQUENCE DES FILTRES R..F. A PHASE
LINEAIRE :

Soit la réponse impulsionnelle (23), nous posons :
H'(€") = +¥H(€") %2 . a,b sont définies suivant I’ équation (24).

H(e") peut ére exprimée en terme des coefficients de la réponse impulsionnelle pour
chacun des quatre cas du filtre a phase linéaire.

- cas 1 (réponse impulsionnelle symétrique et symétrie impaire) :

H(E") = eW(N-72 N‘éila(n) coswn (25)

n=0



avec a0)=h((N-1)/2) et a(n) =2h((N-1)/2-n) pour n=1...... (N-1)/2

- cas2(réponse impulsionnelle symétrique et symétrie paire) :

HE™ = e™M-2) s ) cosw(n1/2) (26)
n=0
avec b(n) =2h(N/2-n) pour n=1...... (N)/2

aw=p nousavonsH (€") = 0, ce qui signifie que les filtres passe- haut ne peuvent
pas étre évalués avec ce type defiltre.

- cas 3 (réponse impulsionnelle antisymétrique et symétrie impaire) :

HE@") = eWN-D2P2 '3 () sinwn (27)
n=0
avec c(n) =2h((N-1)/2-n) pour n=1...... (N-1)/2
Ce filtre & phase linéaire posséde une réponse en fréguence imaginaire.

- cas4 (réponse impulsionnelle antisymétrique et symétrie paire) :

HE@") = eN-D2 &2’ 4 sinw(n1/2) 28)
n=0

avec d(n) =2h(N/2-n) pour n=1...... N/2[5]
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antisymétrique et symétrie impaire antisymétrique et symétrie paire

Les figures 6, 7, 8, et 9 représentent la réponse impulsionnelle de chaque cas
étudié pour les filtres RIF a phase linéaire. Le trait en pointillé représente |’ axe de
symétrie. La répartition des coefficients est relatif au cas considéré. L’ approche
mathématique la plus utilisée jusqu’a présent dans le cas de coefficients a précision
infinie est celle de Parks-McClellan (P.M.C.). Lefiltre de P.M.C. possede la meilleure

approximation au sens de Chebyshev. Son fondement mathématique et ses propriétés
sont développés dans | e paragraphe suivant.

1.4, CALCUL DES COEFHCIENTS D'UN FILTRE A PHASE
LINEAIRE PARPM.C. :
[11.4.1. INTRODUCTION :

LefiltreR.l.F. a phaselinéaire concu
par PARKSMCcCLELLAN utilisant
I"algorithme de Remez représente la
meilleur e approximation au sensde

Chebyshev avec des coefficients a precision
Infinie. Auparavant, plusieurs chercheurs
ont étudié les problemes de conception
(R.I1.F.) pour certainstypesdefiltreen
utilisant des algorithmes différents.

L’ importance de cette nouvelle approche
réside dans la combinaison entrelarapidité
dela procédure de Remez avec la capacite
de conception d’une grande classe de types
defiltre, avec desfiltres peu communstels

que lesfiltres passe bande a bandes
multiples, filtre avec la transformee de
Hilbert et différentiateurset desfiltresplus
communstels que passe bande, coupe
bande, passe bas et passe haut. Laréponse
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en fréguence peut ainsi étre approximee.
Dans ce paragraphe, nous allons pr ésenter
le fondement mathématique dela méthode
P.M.C. pour des coefficients a precision
Infinie.
[11.4.2. FORMULATION DU PROBLEME D’APPROXIMATION :

Soit la réponse en fréguence d’un filtre R.I.F. :

Hf = & (k) exp(-j2pkf) (29)

k=0
Laréponse en fréquence d'un filtre R.1.F. a phase linéaire s écrit :
H(f) = G(f) exp(j(Lp/2-((N-1)/2)2pf)) (30)
G(f) : fonction a valeur réelle.  L=0ou 1.

Il existe quatre cas de filtre R.I.F. & phase linéaire, ils dépendent de la parité de
lalongueur et de la symétrie de la réponse impulsionnelle (paire ou impaire), (positive
(L=0) ou négative (L=1)) respectivement.

Par symétrie positive , nous avons h(k) = h(N-1-k).
Par symétrie négative , nous avons h(k) = -h(N-1-k).

Dans tous les cas, on ne Sintéresse qu'a G(f) fonction réelle qui est utilisée pour
approximer les spécifications de I'amplitude idéale désirée, puisque le terme de la
phase linéaire ' a aucun effet sur la réponse en amplitude.

Auparavant, tous les algorithmes déja établis, se sont concentrés sur le cas
numeéro 1, dans cette approche on a pu combiné les quatre cas dans un seul
algorithme en notant que G(f) s écrit comme :

G(f) =Q(f) P(f) (31)
ou P(f) est une combinaison de fonctions cosinus qui dépende de chaque cas.

r-1

PH =& a(k) cos(2pkf) (32)

k=0

et a (k) est une réponse implusionnelle dépendante du cas considéré.
Les quatre cas ont éé écrits sous une forme commune afin que I’algorithme de

Remez s accomplisse convenablement.



Le probleme d approximation d'origine réside dans la minimisation du
maximum de |’ erreur absolue pondérée définie comme :

|ECF) | = max{ W(f)i D(f) - G(f)i } avecfi F (33)

W(f) : fonction de pondération.

F: sous ensemble de fréquence dans les bandes d'intérét (bande passante et bande
atténuée).

D(f) : réponse en amplitude désirée.

En remplacant G(f) par savaleur on aura :
|ECF) | = max{ W' (f)i D' (f) - P(f)i } avecfl F (34)

avec W (f) =W(H) Q). D'(f)=D(f) /Q(f). FiF

111.4.3. THEOREME DE L’ALTERNANCE :

Soit G(f) et P(f) desfonctions définies
respectivement suivant Eq. 31 et Eq. 32.
Une condition suffisante et nécessair e pour
gue P(f) soit I’unique et meilleure
approximation au sens de Chebyshev a une
fonction continue D'(f ) dansune gamme de
frequence F’ est que:

E(f)= (W' ()i D’ (f) — P(f)T), expose r+1 fréquences extrémes dans F' notées par ‘Fi’.
1=1,2,...., r+1,

OUF1l<F2<....<Fr<Fr+l.

Avec E(Fi) = - E(Fi+1), i= 1,....r.
Et 1 E(Fi)i = max (E(f)) pour f1 F.

Un algorithme peut donc étre congu pour satisfaire la condition sur I"erreur du
filtre dans |e théoréme d’ alternance [9].

111.44. DESCRIPTION DE L’ALGORITHME DE CONCEPTION DE
FILTRE DE PARKS-McCLELLAN SOUS L'ALGORITHME
D’ECHANGE DE REMEZ:



La conception de cet algorithme consiste en une section de lecture des
données, formulation du probleme par une approximation appropriée équivalente,
solution du probléme d’ approximation en utilisant la méhode de Remez, et enfin le
calcul de laréponse impulsionnelle du filtre. Nous pourrons représenter dans la fig.10,
I’ algorithme de PARKS-Mc CLELLAN sous I’ organigramme général suivant :

Début

I ntrodlei reles
spécifications du filtre

Types defiltre

< A

1

Passe bande

Différentiateur

Transformée de Hilbert

v

Lafonction de
pondération

l

<&
<

A

Lagrille dense
pour I’ensemble F

L’amplitude désirée

<
<

A

Formulation du probléme de
I’ approximation équivalente

A

Choix initial pour lesr+1
fréquences extrémes

!

Larésolution du probleme
d approximation par la
méthode Remez

A

Laréponse
impulsionnelle calculée

A

Sauvegarder |a réponse
impulsionnelle et I’ erreur
ontimale




Fin
Fig.10 Organigramme de conception de filtre de PARKS-Mc CLELLAN al’ aide de méthode Remez

L’ agorithme d’ échange de Remez comporte 4 étapes :
1. Specifications de la réponse en fréquence désiree D(w), de la fonction de

pondération W(f) et du degré N du filtre.
2. Déermination du probléme d approximation équivalent par calcul de W’ (f), D’ (f)

et P(f).

3. Solution du probléme d approximation en utilisant de I’algorithme d’ échange de

Remez.
4. Calcul des coefficients du filtre par transformée discréte de Fourier inverse.

Danslapremiere étape, il existe une
ambiguité. N étant fixé, rien n"assurequela
solution optimale satisfera le gabarit
Impose. || existe desformules empiriques
qui donnent une valeur approximative de N
minimal. Ensuite, par augmentation ou
diminution de celui-ci en fonction des
résultats, on pourratrouver lavaleur deN
optimal. Lafigure 7 décrit I’ organigramme
del’algorithme d’ échange de Remez.

Début

Choix initial de (r+1)
fréquences extrémales (W)

v
Calcul du E(Fi) optimal
sur I’ ensembl e des extrémal es

Interpoler sur r points
pour calculer P(w)

Calculer I erreur E(w)
et rechercher les extrémales

/\ | )



Y-atil Conserver lesr+1 les
plusquer+l 0 plus grands
extrémales ?

les
fréguences
0 desextrémalesont-elles
changé ?

n

Meilleure approximation

Fin
Fig. 11 Organigramme de |’ algorithme d’ échange de Remez

Cette organigramme présente |’ approche utilisée par |’ algorithme d’ échange
de Remez pour obtenir une solution au probleme d’ approximation.

Le filtre de PARKS-McCLELLAN (PMC) sous I’algorithme d échange de

Remez présente la mellleure approximation au sens de Chebystev pour les
coefficients & précision infinie. 11 peut concevoir une large variété de filtres standards
pour n’'importe quelle réponse en amplitude désirée spécifiée par I'utilisateur. La
rapidité de cet algorithme lui offre I'intéré&t d' un large domaine d application. Mais,
en implantant ces coefficients dans un processeur de signaux a une longueur de mot
limitée, nous allons induire une erreur qui est due a I’ adaptation entre la taille (la
longueur du mot en bits) des coefficients et le mot machine. Cette erreur est due a la
quantification. Par conséguent, les filtres congus dans I’ espace discret ne présente pas
la meilleure approximation
A ce propos, il existe dans la littérature plusieurs méthodes qui ont été mises en cauvre
dans I’ espace discret afin de remédier aux erreurs sur la réponse en amplitude, dues a
la contrainte de la limitation de la longueur du mot [9].
Notre travail de base s'inscrit dans le méme contexte et le filtre de P.M.C. avec des
coefficients a précision infinie sera notre filtre de référence. Dans le paragraphe
suivant, nous présentons les types des erreurs dues a la mise en cauvre des coefficients
de P.M.C. dans un mot de longueur finie.

[11.5. ERREUR INHERENTE A LA MISE EN EUVRE DESFILTRESR.I.F. A
PHASE LINEAIRE SUR MACHINE:

Dars ce qui suit, nous exprimons les conséguences de la limitation de la
longueur du mot machine a Nbgrg bits sur les coefficients des filtres RIF & phase
linéaire.
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Considérons un filtre RIF a phase linéaire d' ordre N-1 ou sa réponse en fréguence
S exprime sous la forme (29). Il a é&é montré que la réponse en amplitude pour les
quatre cas des filtres s écrive sous laforme
Pa(e") = "% a(n) coswn (35)

n=0
Ou k est le nombre de termes (= N/2, (N-1)/2 ou (N+1)/2) et a(n) relative a h(n) est la
seguence résultante décal ée dépendante du cas considéré.
Dans la méhode classique ou les coefficients sont calculés par ordinateur puis
quantifiés, il existe plusieurs types d’ erreurs :
& Erreur due alalimitation du mot ordinateur.
b- Erreur de quantification des valeurs des coefficients du mot ordinateur au mot

processeur.

c- Erreur de lareprésentation.

[11-5-1 ERREUR DUE A LA LIMITATION DU MOT MACHINE :

Theoriquement, les opérations arithmetiques imposees sur les séquences a(n) de la
réponse en amplitude Ry(€") influent sur la longueur binaire des coefficients. Si
on procéde par exemple, a la multiplication de deux coefficients a b bits, le
résultat sera représenté sur 2.b bits. En rédité, ce fait ne coincide pas avec la
longueur du mot machine disponible constante qui ne croit pas.

Cette limitation se traduit par la superposition d' une erreur eqq(n) sur an). La
sequence obtenue ayrg(n) différe en précision de la sequence théorique a(n).

Nous avons donc :

@ord(n) = &N) + €ord(N) (36)

aord(N) : séquence alm bits calculée par ordinateur.

a(n) : séguence en précision infinie (séquence théorique).

€ord(N) : erreur sur la sequence due a la limitation du nombre de bits de |’ ordinateur a
Im bits.

I11-5-2 ERREUR DE QUANTIFICATION :

L’implantation des coefficients sur un processeur de signaux exige une
adaptation de la taille du coefficient calculé par ordinateur a celle du processeur qui
est généraement plus petite. Cette adaptation se traduit par une quantification des
coefficients qui induit une erreur sur la séquence a(n) nommée erreur de
quantification eproc(n)

La séquence réellement implantée est :
Aproc(N) = @ord(N) + €proc(N).
q:)roc(n) =a(n) + eyrg(n) + eproc(n).
on pose €tot (N) = €ord(N) + €proc(N).
on aura Bproc(N) = &) + exat(n) (37)

aproc(n) = Séguence du filtre implanté sur le processeur a lmp bits.

aord(N) : séquence alm bits calculée par ordinateur.

a(n) : séquence en précision infinie (séquence théorique).

€ora(N) @ erreur sur la séquence due a la limitation du nombre de bits de I’ ordinateur a
Im bits.



&roc(n) : erreur sur la sequence due a la quantification des coefficients sur un
processeur de nombre de bits de Imp bits.

aot(n) : erreur totale sur la séquence due a la limitation du nombre de bits de
I’ ordinateur et la quantification des coefficient au nombre de bits du processeur.

La réponse en amplitude du filtre réellement implanté sur un processeur de signaux
devient:

Pnproc(évv) = ké__la.proc(n) cosw
n=0
8 (Bura(M) +Eore) + Eproc(()).COSWN
n=0 . . .
= Pa(€") + Eord(€") + Bproc(€")
on pose Eot(€") = Eora(€") + Bproc(€")

on aura Prproc(€") = Pa(€") + Bor(€").
(38)

ou
Eord(eiv_") . erreur d’amplitude due a la limitation du nombre de bits d' ordinateur.
Eproc(€") : erreur d’ amplitude due a la quantification des coefficients.

I11-5-3- ERREUR DUE A LA REPRESENTATION :

Dans le but d'exprimer des nombres sur ordinateur, les représentations
binaires les plus fréquentes a utiliser sont la représentation binaire a virgule fixe et la
représentation binaire a virgule flottante. Comme déja présenté dans le paragraphe
111.1.4, I’ expression des coefficients du filtre différe d’ une représentation & une autre.
Cela est relatif aux ressources disponibles le temps de calcul et la précision. Vu le
nombre de valeurs admissibles pour un mot de longueur donnée, nous pouvons
affirmer que I’ utilisation des représentations binaires a virgule fixe et flottante ont la
plus grande probabilité d avoir une erreur faible par rapport a I’ utilisation de la
représentation SDPD, malgré que cette derniére présente le pas minimal le plus petit.
Dans le chapitre |l suivant, une éude comparative expé&imentae est faite afin de
mettre en évidence le choix de la représentation binaire adéguate suivant les
gpécifications requises la précision et le temps de calcul.

Nous exposons auss les axes de recherche de notre travail de base concernant la
synthése des filtres dans I’ espace discret des coefficients aprés une présentation des
différents travaux reportés dans la littérature scientifique.

IV. ETAT DEL’ART ‘CONCEPTION DE FILTRESNUMERIQUES':
IV.1. INTRODUCTION :

Un des problemes fondamentaux du traitement numérique du signal est la
conception des filtres numériques qui consiste a calculer les coefficients h(n) de telle
maniére que la représentation en fréquence H(e") approche au mieux la réponse en
fréquence désirée Hp(e"). La grande partie des travaux existants qui permettent
I’ approximation de ce type de filtre numérique concerne beaucoup plus les filtres a
réponse impulsionnelle finie R.I.F., que les filtres a réponse impulsionnelle infinie



R.I.l., a raison de leur stabilité, possibilité de linéarité de la phase et formulation

mathématique smple.

L es méthodes existantes pour la conception de filtres RIl dans un espace discret
sont en nombre limité vu la complexité mathématique de ce type de filtre.
Tandis que la méthode d’approximation des filtres numériques RIF a
phase linéaire la plus connue et intensivement utilisée est celle de Parks-
McCldlan[9]. Comme nous |I’avons montré dans le paragraphe 111.4.,
cette méthode utilise des ordinateurs qui procurent une grande précision.
L es coefficients calculés sont généralement donnés sur plus de 8 chiffres
significatifs. Cependant, lors de la mise en cauvre de tels filtres sur des
processeur s de signaux, les coefficients doivent étre stockés dans des mots
limités en longueur. La longueur du mot est plus courte et donc, nous
sommes amenés a effectuer une quantification ( troncature ou
arrondissement) des coefficients. Cette quantification engendre des
distorsions souvent prohibitifs sur les réponses en fréquence des filtres
mis en cauvre. L’ intéré de notre travail consiste a réduire I’ effet de cette
distorsion. Pour cela, nous proposerons des méthodes qui permettent la
synthése des filtres directement dans I'espace discret des coefficients
défini par des valeurs admissibles.

Nous allons dans ce qui suit donner un historique des méthodes existantes dans le
domaine de conception de filtres numériques RIF & phase linéaire, puis
nous exposons la contribution du laboratoire « Signaux et Systemes»
envers cetype de probleme.

V.2, HISTORIQUE DESMETHODESEXISTANTES:

Pour la synthése des filtres numériques a coefficients discrets, il est souvent
désirable d' utiliser des algorithmes dont la qualité de sortie peut étre gjustée suivant
les ressources disponibles telles que le temps de calcul et 1a précision.

L’ agorithme d’ échange de Remez [9]a été congu pour I’ optimisation des coefficients
desfiltres RIF a précision infinie. Dans le cas de filtres dans un mot de longueur finie,
le probléme d’ optimisation devient plus complexe, ou une investigation générale de la
solution optimal e exige un temps de calcul prohibitif. Afin de remédier a ce probleme,
plusieurs méthodes d’ optimisation ont été appliquées pour la conception des filtres
numériques a coefficients discrets. La technique du gradient simulée ‘Simulated
Annealing Technique' [2]-[4] a prouvé a étre efficace dans plusieurs cas, mais exige
un grand nombre de fonctions d’ évaluations impliquant un temps de calcul trés long
qui dépend des températures de départ(méthode de METROPOLIS)[4]. La fonction
d évaluation est définie comme étant I’ ensemble d’ opérations nécessaires pour traiter
un arrangement a la fois. L’arrangement est un cas de combinaison ordonnée de
valeurs discrétes constituant les coefficients du filtre a concevoir

La formule de programmation linéaire en nombre entier[1],[10],[11],[13] a é&é
appliquée comme une méthode d’ optimisation discréete dans le sens minmax. Malgre,
gu’il soit possible d obtenir des résultats optimaux, le temps de calcul nécessaire
méme avec les super ordinateurs actuels, prohibe |’ application de ces techniques pour
desfiltres a ordre élevé.

Les techniques d’ optimisation dans |’ espace discret des coefficients, et en particulier
la méthode de recherche arborescente, ont é&é élaborées afin de remédier a ce
probléme d’ optimum discret. Ces méthodes basées sur des techniques d’ énumérations
implicites nécessitent un temps de calcul tres éleve[10],[11],[14],[31],[32].



Dans plusieurs méthodes de recherche locales basées sur la méthode de recherche
arborescente, telles que ‘la méhode de recherche en profondeur d’abord’ et ‘la
méthode de séparation et d’ évaluation progressive’ (SEP), les solutions retrouvées
sont meilleures que celles obtenues a partir d’une directe quantification. L’ objectif
majeur de ces méhodes est la détermination de stratégies de branchement et de
syntonisation[14],[31],[32].

L’ utilisation du critére d erreur dépend de |’ application de telles techniques. Dans la
littérature, le critére d’ erreur le plus fréquent est le critere minmax qui a prouveé une
efficacité considérable pour les méthodes d optimisation[3],[4],[7]-[9],[11]. En
utilisant le critere d’ erreur quadratique moyenne, il a été montré qu’il est possible de
prédire une amélioration lorsque la programmation quadratique en nombre entier est
utilisée[14],[15].

Nous alons présenter dans le paragraphe suivant les contributions du laboratoire
signaux et systemes envers le probléme de synthese de filtres numériques RIF a phase
linéaire dans I’ espace discret des coefficients.

IV.3. METHODES DU LABORATOIRE ‘' SIGNAUX ET SYSTEMES
(BOULERIAL):
IV.31 METHODE DE RECHERCHE ARBORESCENTE :

La méthode de recherche arborescente effectue une recherche exhaustive du
meilleur filtre dans le sens de I’erreur quadratique moyenne directement
dans |’ espace discr et des coefficients.

Cette méthode présente |’avantage de pouvoir extraire le filtre qui présente la
meilleure approximation au sens de l'erreur quadratique moyenne.
Cependant elle nécessite une trés grande quantité de calculs et devient tres
vite inexploitable quand I’ordre N-1 du filtre et la longueur du mot Nb bits
augmentent.( N=8 et Nb =8, le calcul est de |’ordre de 26 heures sur un PC
de fréguence CPU 300 M hz).

la principale contribution du laboratoire signaux et systémes dans ce contexte a
été de réduire I’ espace discret de recherche pour améliorer la convergence
de I'algorithme. Pour cela, il a été utilisé la représentation ‘*’SDPD’’. Célle-
ci possede un nombre de valeurs admissibles plus petit par rapport celui de
la représentation en virgule fixe et en virgule flottante pour une méme
longueur de mot. On a auss pu diminuer le nombre de fonctions
d’évaluation en ignorant les arrangements de valeurs admissibles qui ne
vérifient pas les conditions obtenues a partir des propriétés des filtres RIF
a phaselinéaire. Ces conditions sont destests simples sur les coefficients, tel
que la somme des coefficients, qui sont utilisés avant toute investigation,
cela a permis de connaitre a I’avance s la solution est admissible ou pas. 11
a été montré que toutes ces simplifications per mettent de réduire I’ espace
derecherche des solutions et le temps de calcul.

L'agorithme a été élaboré en utilisant le critere de I'erreur quadratique
moyenne. Ensuite, un critére d’erreur a été mis en ceuvre intitulé ‘erreur min-max
parmi les filtres a erreur quadratique moyenne la plus faible'. Ce critére combine entre
les avantages des deux critéres critére de I'erreur quadratique moyenne et critére de
I’erreur min-max. le choix de tels critéres dépend des spécifications requises du filtre
aconcevoir.

Il a é&é montré que la méthode délivre un filtre qui présente la meilleure
approximation au sens de I’erreur quadratique moyenne. Cependant, la convergence
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de cet agorithme est tres lente. On a pu accélérer la vitesse de convergence de cet
algorithme en réduisant |’ espace de recherche et en injectant dans I’ algorithme des
conditions simplifiant largement |a recherche de la meilleure solution, mais le temps
de calcul reste prohibitif [32].

A ce propos, il a été proposé une deuxieme méthode de synthése de filtre dans
le sens de I'erreur quadratique moyenne plus rapide que la méthode de recherche
arborescente, présentée dans |le paragraphe suivant.

IV.32. METHODE DIRECTE PAR OPTIMISATION AU SENS DES
MOINDRES CARRES (D.M.C.) [32]:

On suppose souvent que les erreurs de quantification des coefficients sont
indépendantes. Cette hypothése n'implique pas que les erreurs d’ amplitude de la
réponse en fréquence sont indépendantes. Si on modifie la valeur d un coefficient h(n)
I’amplitude de la réponse en fréquence, a une fréquence donnée, suivra ces variations.
Par conséquent on peut compenser |'erreur d amplitude due a la quantification d’un
coefficient h(m), par une variation adéquate d’'un autre coefficient h(n) non encore
guantifié.

Dans ce contexte est éaborée la méthode D.M.C. qui est entiérement
originale[32]. Elle procede par optimisation séquentielle des coefficierts, en utilisant
la méthode des moindres carrés. La recherche se fait de telle maniere que |’ erreur due
a la limitation de la longueur du mot processeur est directement considérée et
optimisée dans I'agorithme. Il a été donc trés intéressant de rechercher les
coefficients sequentiellement I’ un ala suite de |’ autre, en tenant compte a chague fois
de I'erreur d’amplitude de la réponse en fréguence due a la quantification du
coefficient précédemment déterminé.

Il a éé montré que D.M.C. a une convergence rgpide et délivre des filtres
performants. Les temps de synthése relevés sont équivalents a ceux de la synthese de
Parks et Mac Clellan sous I’ dgorithme d’ échange de Remez.

Dans cette méthode la solution finale dépend du choix du premier coefficient a
déterminer ains que de l'ordre dans lequel sont ensuite considérés les autres
coefficienty 32].

Malgré que la convergence soit tres rapide, les résultats de la méthode de
recherche arborescente ne sont pas assurés. A ce propos, il a été élaboré une troisieme
méthode dans le paragraphe suivant qui combine entre les avantages des deux
méthodes, les performances de |la méthode de recherche arborescente et la rapidité de
convergence de la méthode DMC.

IV.3.3. METHODE DE SYNTHESE PAR SEPARATION ET EVALUATION
PROGRESSIVE (SEP):

La difficulté principale dans la méthode de recherche arborescente [33] est le
temps de calcul, prohibitif pour les filtres d’ ordre N-1 supérieur a 8, il est par
conséquent nécessaire de réduire la quantité de calcul .

En effet, la méthode de recherche arborescente consiste a effectuer une
auscultation exhaustive de tous les cas de solutions possibles dans I’ espace discret des
solutions Eg‘mc. Malgreé les tests simples apporté dang[32] et qui ont permis d’ écarter
un nombre important de solutions non admissibles, la quantité de calcul reste
prohibitive.

Parmi les solutions & écarter ou & ne pas prendre en compte, il y a deux types:

4?2



les solutions non acceptables et qu'on peut facilement écarter par les tests
simples.

les sous ensembles de solutions acceptables et qui ne peuvent contenir la
meilleure solution arechercher: ¢’ est sur ce point que s appuie la méthode S.E.P.

Pour résoudre effectivement par calculateur les problémes de la synthese de
filtre R.I.F. d'ordre > 50, il faut donc rechercher un principe agorithmique. Cet
algorithme doit nous permettre de connaitre, sans avoir atester si chague solution est
acceptable ou pas, I'existence ou non d'une meilleure solution parmi un sous-
ensemble de solutions acceptables. L’idée de base de la méhode SEP est
I"hybridation entre les deux méthodes * méthode de recherche arborescente et la
méthode DMC'. Il a été jugeé intéressant de réunir ces deux méthodes en tirant profit
de leur avantage respectif, en d’ autres termes de concevoir une méthode qui exploite
d'une part la garantie des performances de la méthode de recherche arborescente et
d autre part la vitesse de convergence de D.M.C. [32].

La méthode S.E.P. se base sur la réduction de I’ espace discret de recherche et
cibler les régions susceptibles de contenir la meilleure solution en utilisant la méthode
D.M.C. modifiée. Ensuite, la méthode de recherche arborescente a été utilisée pour la
recherche des solutions dans larégions ainsi définies.

Malgré que cette méhode a procuré des résultats satisfaisants, mais les
performances ne sont pas garanties a étre égales a celle de la méthode de recherche
arborescente, et méme le temps de calcul est beaucoup plus grand que celui de la
méthode DMC. La combinaison entre les avantages des deux méthodes recherche
arborescente et DMC peut étre néfaste sur les résultats finaux si I’ évaluation n’est pas
faite convenablement. Par conséquent, cette méhode S.E.P. n'est pas prise en
considération dans la suite de ce travail, contrairement aux deux méthodes recherche
arborescente et DMC.

Dans le paragraphe suivant, nous allons exposer les problémes liés ala synthese
des filtres numériques dans |’ espace discret des coefficients avant de se prononcer
pour les méthodes de base utilisées dans la suite de ce travail.

V. POSITION DU PROBLEME:
V.1. INTRODUCTION :

Lorsqu’un filtre numérique est implanté sur un processeur de signaux de
longueur de mot ‘Im’ bits, chagque coefficient du filtre doit étre représenté donc, par
un nombre fini ‘Im’ bits. L’ approche habituellement utilisée consiste a quantifier les
coefficients a grande précision obtenus dans le cas des filtres R.I.F. a phase linéaire
par Parks-Mc Clellan [9]. Les filtres ains implantés perdent leur optimalité, ils
existent d'autres coefficients de méme longueur de mot finie qui donnent une
meilleure approximation au sens Chebyshev par rapport a la réponse en fréquence
désirée. Afin de retrouver ces coefficients, il est nécessaire donc d'inclure la
limitation de la longueur de mot dans la procédure de la conception de filtre.

Pour concevoir desfiltresnumériques a
coefficientsde longueur de mot finie, il est
souvent desirable d’ utiliser desalgorithmes



derecherche dans |’ espacediscret des
coefficients dont la qualité de sortie peut
étre ajustee suivant la disponibilité des
ressour cestelles que, la précision et letemps
decalcul.

V.2. FORMULATION DU PROBLEME:

D’une maniére générale, toutes les méthodes de conception de filtres existantes
utilisent un ordinateur pour calculer les coefficients du filtre désiré puis, les quantifier
suivant la longueur du mot processeur. Notre propos consiste a calculer les
coefficients du filtre directement dans I’ espace Eyroc.

En d' autres termes il s'agit de trouver les meilleurs coefficients du filtre désiré
directement dans I'espace Eyoc. Plusieurs méthodes seront proposées dans ce
meémoire, la plupart sont des améliorations des travaux du laboratoire signaux et
systemes, et nous verrons que nous pourrons accélérer la convergence des algorithmes
classiques lents, comme nous pourrons améliorer les résultats relatifs aux algorithmes
afaibles performances.

Avant d’introduire la premiére méthode, nous allons présenter et justifier tout
d'abord le choix, que nous avons fait, de |’ espace de définition et de la représentation
des valeurs des coefficients.

V.3. CHOIX DE I'ESPACE DE DEFINITION, DES METHODES ET DES
REPRESENTATIONSADEQUATS:
V.3.1NORMALISATION DE L’ENSEMBLE DE DEFINITION :

L’ensemble de définition des coefficients doit étre nécessairement limité pour
les raisons suivantes :

a) En traitement numérique du signal, on préfere le plus souvent utiliser la
représentation fractionnaire (Iles nombres compris entre -1 et +1). Son intérét est de
pouvoir majorer tous les nombres par 1 et donc aussi leurs produits.

b) Si nous considéronslaréponse en
frequence d’un filtre R.1.F, donnée par Eq.
17. On peut multiplier et diviser tousles
coefficients h(n) par un méme nombreréel
positif a. Ce coefficient est appel é facteur
d’ echelle. Nous obtenons::

- N;1 h(n) . Ns1 h(n) .
HE" = a 2t gimw = g 0 o o
n=0 a n=0 a



s on choisit a tel que a3 |h(n)| " n, nous pouvons remplacer :
h(n)/a = h*(n)
h*(n) est appelé coefficient normalisé, les valeurs prises par ce coefficient sont dans
I"intervalle [-1, 1].

N-1 .
HEM=ad h(ne ™ =aH+@E" (39)
n=0
La multiplication des coefficients par un facteur d’ échelle a [17], se traduit par
une modification du gain du filtre, mais n'affecte pas la forme de la réponse en
fréquence. Le gain du filtre étant spécifié avec une certaine tolérance a une fréguence
donnée, il faut simplement S assurer que la représentation binaire du facteur d échelle
a permet de satisfaire cette contrainte.
Ainsi on peut toujours retrouver le filtre dont le gain est différent de 1, a partir
du filtre obtenu avec les coefficients normalisés.
Nous avons choisi dans notre travail de limiter I’ensemble de définition des
coefficientsal’intervalle [-1,1].[32]

V.3.2. CHOIX DE LA METHODE:

Notretravail de recherche se subdivise
en deux axes derecherches.

- lepremier est basé sur la méthode de recherche arborescente [11], [14], [32]. Nous
allons procéder par une nouvelle stratégie de branchement afin de réduire le temps
de calcul tout en maintenant les performances de la méthode de recherche
arborescente. L’approche utiliste est nommée la méhode de Recherche
Séquentielle et Progressive ‘R.S.P.’.

- Le deuxieme axe de recherche est élaboré autour de la méthode ‘Directe a
Moindre Carré D.M.C.. Dans cette section, nous alons introduire une méthode
itérative qui permet d’améliorer les performances de la méthode DMC en
exploitant sa rapidité de convergence. Cette nouvelle méthode est nommée
méthode Directe a Moindre Carré Itérative ‘D.M.C.I.".

V.3.2. CHOIX DE LA REPRESENTATION :

Avant de se prononcer pour une représentation adéquate entre la représentation
binaire en virgule fixe, la représentation binaire en virgule flottante et la
représentation S.D.P.D, une étude statistique comparative sera menée dans le chapitre
2. Dans ce chapitre, les méthodes de synthése utilisées sont la méthode de recherche
arborescente et la méthode DMC. La comparaison entre ces trois représentations
binaires est purement pratique se basant sur plusieurs exemples de filtres. Pour une
comparaison significative, nous avons testé ces méthodes sur plusieurs centaines de
filtres dont nous avons chois de présenter quatre dans le chapitre 2. Les conséquences
de la comparaison restent relatives au cas de filtre considéré et tres importantes pour
la suite de notre travail de recherche.

VI. CONCLUSION :



Dans ce chapitre, nous avons donné les notions fondamentales permettant une
bonne compréhension des caractéristiques d' un espace discret, notre domaine de
définition.

Nous avons présenté auss un rappel sur les représentations binaires des
nombres, |'effet de la limitation de la longueur des coefficient et les méhodes de
synthese de filtre R.I.F. a phase linéaire et spécialement les filtres de Parks — Mc
Cldlan.

Nous avons exposé les méthodes de synthese de filtres numériques dans
| *espace discret existantes dans la littérature scientifique. Enfin, nous avons défini les
deux grands axes de recherche de ce travaill qui sont la méthode de recherche
arborescente et la méthode directe par moindre carré.



Chapitre 1.

PERFORMANCESDESALGORITHMESRA ET DMCEN
FONCTION DE LA REPRESENTATION ET DU CRITERE
CHOIS

XIl. INTRODUCTION :

Pour des raisons de complexité agorithmique, le
laboratoire Signaux et Systemes [32] a utilisé la
représentation SDPD concernant la synthese des filtres
RIF a phase linéaire dans |'espace discret des
coefficients. Notre propos dans ce chapitre, est d’ étendre
les travaux de celui-ci pour les représentations en virgule
fixe et en virgule flottante afin de voir la perte de
performance comparativement au gain de complexité
découlant de I’ utilisation de la représentation SDPD. En
effet, comme nous I’avons montré dans le chapitre
précedent, les représentations en virgule fixe et en
virgule flottante offrent un nombre de valeurs
admissibles plus grand que celui de la représentation
SDPD pour une méme longueur de mot. Les méthodes de
base utilisees dans ce chapitre et dans la suite de notre
travail, sont la méthode de recherche arborescente RA et
la méthode DMC pour leur avantage, respectivement,

leurs performances et rapidité de convergence.

Dans ce chapitre, nous présentons aussi les critéeres d’approximation
utilisés dans la suite de notre travail, I'erreur quadratique moyenne et I'erreur
de Chebyshev ou ‘minmax’. Ensuite, nous effectuons une étude compar ative des
représentations en virgule fixe en virgule flottante et en SDPD en utilisant la
méthode de recher che arbor escente et la méthode DM C.

XIll. CRITERESD'APPROXIMATION :
I1.1. L’ERREUR QUADRATIQUE MOYENNE ‘Ems':

L'écart qui existe entre la courbe d amplitude approchée de la réponse en
fréquence H(é") et celle du filtre idéal Hy(e") est évalué en prenant la moyenne
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guadratique des erreurs déterminées sur un intervalle fréquentiel, a I'intérieur des
bandes (passante et atténuée).

L’ erreur non pondérée en fonction de la fréguence est définie par :
E(€") = Ho (") - H (€") (40)

ol Hp (€™ : est laréponse en fréquence désirée.
H (") : est laréponse en fréquence approchée.
L’ erreur quadratique moyenne Ems est définie par :

1

Ems= |—6 E(e™) E(e")* dwxé

Avec E(é‘”)* : conjugué de E(€").
et d’ une maniére plus explicite

1

11 . 2 U2
Ems= }‘BQ IHy (") - H(e™)| dwxz (41)

Dans les travaux du laboratoire Signaux et Systémes [32] concernant la synthese
des filtres dans I’ espace discret des coefficients, on a approché Ems en calculant la
moyenne des erreurs quadratiques sur 4N points de fréquences dans I’ intervalle [0 p].

( N: éant la longueur du filtre). Pour une comparaison plus significative, nous avons
gardé la méme démarche.

1

Ems» { %(|HD(eiW')|- [HE™ )] }’ (42)

1
4N
ol i=0,12, .. AN-1.

Si nous considérons le filtre passe-bas idéal avec :

|[Ho (€)= 1 pourw 1 B.P.(Bande Passante)
0 pourw 1 B.A.(Bande Atténuée)

L’ expression de Ems devient alors :



1

2 ay-1 _ 21';]5
1- [HEe™)| +a [HEe™)| / “3)
i=K

-1

Lavaleur de K, exprime le nombre de points pris dans la bande passante. K est choisi

tels que les pas Dw = w -wi.1 ) dans la bande passante et dans la bande atténuée
soient sensiblement égaux. On ne considére aucun point dans la bande de transition,

la différence (4N-K) est le nombre de points pris dans la bande atténuée.

I1.2. L’ERREUR DE CHEBYSHEV OU MIN-MAX ‘Emm’ :

Cette erreur est définie comme suit:
Emm = min. { max. W(wi).[Ho (€")| - [H (€")I} wii e.peea.  (44)

Avec W(wi) : lafonction poidsréelle et
positive définie sur I’union des
frequences ‘wi’ danslaB.P. et la
B.A.

Dans le cas d' un filtre passe bas, nous avons :

Emm = min. { max. Wwi).[ |]1- H (€")|ii g.p.. | H(E™) |wii BA]}. (45)
ou i=012,..,4N - 1.

Cette définition est applicable lorsque les erreurs dans les bandes (passante et atténuée) sont
considérées avec n’importe quelle fonction poids.

Dansla suite de notre travail, nous allons noter comme :

Erreur minmax dans la B.P. Emp= max. |1- H ()| wii sp.
(46.a)

Erreur minmax danslaB.A. Ema= max. |H(eiWi)|Wn BA.
(46.b.)

Ces deux critéres d'erreurs seront utilisés dans la suite de ce chapitre dans
I”évaluation du filtre.

Le critere de base utilisé est I'’erreur quadratique moyenne. Les erreurs

minmax dans la B.P. et 1a B.A. ne seront prises en considération qu’en cas d’ égalité
de I’erreur Ems entre deux filtres.

XIV. ALGORITHME RA DANSLESTROISREPRESENTATIONS:



Dans ce paragraphe, nous allons tout dabord présenter la méthode
I’ algorithme de recherche arborescente ‘RA’ tels qu’ils sont décrits dans [10]et [31].
Ensuite, nous donnerons un ensemble de filtres avec lequel la méthode RA a été testée
dans les trois représentations binaires en virgule fixe, en virgule flottante et en SDPD.
Enfin, une étude des résultats obtenus sera donnée, avec une comparaison de
I" utilisation de la représentation en se référant aux travaux de [31].

[11.1. DESCRIPTION DE LA METHODE:

La technique utilisant la méthode de recherche arborescente que nous notons
par ‘RA., et une méhode simple qui consiste a parcourir |'espace discret des

solutions EY . suivant I'ordre des arrangements établi et tester tous les cas de

proc
solutions possibles de cet espace. Pour chague cas de solution, |’ erreur sur |’amplitude
de la réporse en fréquence H(€") est calculée, ensuite comparée dans le sens de Ems
avec celle du meilleur filtre obtenu. A la fin de la recherche, lorsque tous les cas de
solutions sont testés, la solution retenue sera celle qui présente la meilleure
approximation dans le sens de Ems. Pour respecter la contrainte de la linéarité de la
phase, |les coefficients sont choisis soit symétriques ou antisymétriques.

Nous avons utilisé dans le programme une variable de comparaison Enin. Elle est
initialisée a la premiére valeur de I’erreur trouvée. Cette variable conserve I’ erreur
provisoire du filtre qui a la meilleure approximation dans le sens de Ems, elle est
utilisée au cours de la recherche pour comparer le filtre courant. Dans la méthode
R.A., lecritéere de I’ erreur chois est le critére de |’ erreur quadratique moyenne (Ems),
par conséquent, Enin est du méme type que Ems.

Pour rappeler les différentes étapes qui composent notre algorithme nous
utilisons I’ exemple suivant :

Soit la recherche d’'un filtre de longueur deux (deux coefficients h(0), h(1))

dans un espace des solutions discrétes E . ol les valeurs permises sont les valeurs
2

appartenant a un ensemble Eyoc = [VO, V1, V2, v3, v4]. L’ espace des solutions a E; .,
est donc corstitué de 5=25 vecteurs [vi vj] ietj 1 [0, 1, ... 4]. Chague cas de
solution se compose de deux valeurs discrétes écrites dans une représentation binaire
choisie, prises dans I’ensemble discret Byoc compose de 25 solutions. L’ optimisation
des coefficients de ce filtre par la méthode proposée, demande les opérations
suivantes :

a) Affecter aux coefficients h(1) et h(0), suivant I’ ordre des arrangements, des valeurs
de I’ensemble discret Eyroc autrement dit prendre un cas de solution de I’ espace

E? .- Au début, le vecteur [h(1) h(0)] est pris égal a[v4 vA4].

b) Déterminer la courbe d’ amplitude correspondante :

Si la courbe d amplitude n’entre pas dans le gabarit du filtre, la solution est
rejetée. Nous alons au point (d).

- S la courbe d amplitude est contenue a I’intérieur du gabarit. Nous alons au
point (C).

c) Evaluer I'erreur Ems.



S I’erreur Ems est plus grande que la valeur de comparaison Eqyn. La solution
N’ est pas prise en compte. On va au point (d).

S I'erreur Ems est inférieure a Eyn, la solution est retenue provisoirement
comme bonne. Nous sauvegardons la solution et, nous donnons a la variable
Emin lavaeur de I’ erreur calculée Ems. Nous alons au point (d).

d) Tester s toutes les solutions ont été considéreées (en testant s la solution
courante est égale a [v0 v0]). Sinon nous revenons au point (a). [vO vO] est la
derniére solution qui sera vérifiée.

A lafin de larecherche, g, et c'est un cas trés probable, la solution optimale du
filtre est celle qui correspond a [v4 v4] aors, le programme va sortir en ne trouvant
aucune solution. Alors, la valeur de comparaison Enin ne changerait pas de sa
premiere valeur qui correspond dans I'exemple précédent a la valeur Ems de
I"arrangement [v4 v4]. S la valeur de comparaison Enn, a diminué, aors, une
solution a éé trouvée et elle correspond au filtre qui présente la meilleure

approximation dans le sens de Ems dans I’ espace discret Efm. Ces opérations restent

évidemment valables quelque soit le filtre et sa ordre.

Nous présenterons dans le paragraphe suivant, un organigramme qui contient les
démarches de la méthode R.A. prises en considération dans la suite de notre travail.

11.2. ORGANIGRAMME:

Cet organigramme regroupe les étapes précédemment décrites. Nous notons par
Ems(1), I’ erreur quadratique moyenne du premier arrangement considéré.

Initialisation des
coefficients

Solution |
suivante

non

Amplitude est-ellea
I"intérieur du gabarit

A

Evaluer Ems

A 4

L oLli Ems<Enin non

Emin=Ems. Sauvegarder la N
solution correspondante

Derniére
Solutior

51



oui non

ouli non

Pas de solution Lefiltre est optimisé

Fig. 12: Organigramme de Synthése par la méthode de recherche arborescente.

Cette méthode par la recherche arborescente sera utilisée dans ce chapitre ( dans
le paragraphe 1V) dans les différentes représentations binaires citées auparavant dans
le sens de la Ems. Pour chaque filtre considéré, nous avons releveé les erreurs Emp et
Ema. Les résultats trouvés sont donnés dans le paragraphe suivant.

XV. RESULTATS DE LA SYNTHESE PAR LA METHODE DE
RECHERCHE ARBORESCENTE ‘R.A." DANSLE SENSDE EMS

La méthode R.A. a été testée sur plusieurs centaines de filtres dont nous
reportons quatre. Ces 4 filtres (repérés par les numéros de 1 a 4) sont des filtres de
type RIF a phase linéaire passe bas, congus avec la méthode R.A. dans le sens de
Ems. Pour mieux tester ces capacités, nous avons chois des filtres avec des
spécifications différentes (bande passante large ou étroite, avec bande de transition
large ou étroite). Nous nous sommes auss intéresses, pour chague filtre, a éudier
I’ évolution de ses coefficients en fonction du nombre de bits Im (dans ce qui suit nous
posons Im= Nbyroc)

L'intérét de ces exemples est |'étude comparative de la qualité de sortie
(performancesicomplexité algorithmique) en utilisant la méthode R.A. avec les trois
représentations binaires.

Pour ces filtres, nous avons choisi les notations suivantes :

RA. : adgorithme de la méthode de |a recherche arborescente.

P.M.C.Q.: I'dgorithme de Parks-McClellan avec les coefficients quantifiés par
arrondissement.

N : lalongueur du filtre.

Im : longueur du mot machine ‘processeur de signaux’.

wp : fréquence normalisée ala fin de la bande passante.

ws : fréguence normalisée au début de la bande atténuée.

VX : représentation binaire en virgule fixe.

VTl : représentation binaire en virgule flottante.

Sdpd : représentation binaire en somme de deux de puissance de deux.

Tps : temps de synthese du filtre.

IV.1. FILTRE1:

Soit a concevoir un filtre de spécifications suivantes :

N=8.
Im = 8 hits.
wp = 0.159.
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ws = 0.295.

La synthése du filtre 1, nous a donné les résultats qui sont groupés
dans les tableaux suivants. IlIs ont éé obtenus a partir d’'un PC de
fréquence CPU 300 Mhz et de 32 Mo RAM.

R.A.dans le sens de Ems P.M.C.Q.
Ems Emp Ema Tps Ems Tps
Vix |0.0319| 0.0843 | 0.0893 26 h. 0.0358 0.05s.
Vfl [0.0320| 0.100 | 0.060 18 h. 0.0392 0.05s.
Sdpd | 0.127 | 0.320 | 0.210 12s. 0.127 0.05s.

Tableau 4 : Représentation de I’ erreur quadratique moyenne par les deux méthodes (R.A. et P.M.C.Q.)
dans les différentes représentations alm =8 hits.

Coefficients Vix Vil Sdpd
defiltre de RA. | PM.CQ. RA. | PM.CQ. RA. |PM.CQ.
longueur :8

h(0) =h(7) |-0.0546875 | -0.0625000 | -0.05468750 | -0.06250000 0

h(1)=h(6) |-0.0390625 | -0.0468750 | -0.03515625 |-0.05078125 0

h(2) =h(5) | 0.1640625 | 0.1718750 | 0.17187500 | 0.17187500 | 0.125 0.125
h(3)=h(4) | 0.4140625 | 0.4140625 | 0.40625000 | 0.40625000 | 0.375 0.375

Tableau5 : Tableau de coefficients du filtre obtenu par R.A. dans chaque représentation alm=8 bits.

Le tableaud présente les erreurs des filtres congus au moyen des deux
méthodes R.A. et P.M.C.Q dans les représentations Vfx, Vfl et Sdpd. Sur ce tableau,
nous avons présenté I’ erreur quadratique moyenne et |’ erreur maximale dans la bande
passante et dans la bande atténuée.

Nous remarquons que |’erreur quadratiqgue moyenne du filtre concu par la
méthode R.A. dans la représentation a virgule fixe est la plus petite. Le temps de
calcul correspondant est prohibitif ( 26 heures). Tous les résultats obtenus par la
méthode R.A. sont meilleurs que ceux obtenus par arrondissement a partir de PMCQ.

Dans la représentation Sdpd, pour un temps de synthése de 12 secondes,
I”erreur quadratique moyenne du filtre congu est grande par rapport a celle des deux
autres représentations dans les deux méthodes RA et PMCQ. Si nous comparons la
qualité de sortie (Ems | tps) pour les deux méthodes nous aurons ce qui sulit :

Pour PMCQ nous avons (0.0358]0.05s), (0.0392|0.05s) et (0.127|0.05s)
respectivement en Vfx, Vfl et Sdpd. Nous constatons pour un temps de
calcul identique, nous avons des performances différentes. Dans ce cas,
nous concluons I'utilisation de la Vfx est recommandée pour avoir la
melilleure solution dans le sens Ems.

Pour RA nous avons (0.0319]26h), (0.0320|18h) et (0.127]|12s)
respectivement en Vfx, Vfl et Sdpd. Nous constatons I’ algorithme dans la
Sdpd présente la convergence la plus rapide a précision moindre, tandis
gu'en Vfx, il ala convergence la plus lente pour la plus grande précision.



Nous concluons le choix de la représentation dépend des spécifications
requises (précisionjtemps de calcul).

Le tableau 5 présente les coefficients des filtres obtenus avec les deux méthodes R.A.
et P.M.C.Q dans les trois représentations binaires. La différence entre les valeurs des
coefficients n'est pas trés grande dans les trois représentations binaires, mais trés
influente sur la réponse en amplitude. Nous remarquons aussi, la grande précision des
coefficients dans la représentation a virgule flottante, elle réside dans le grand nombre
de chiffres significatifs.

A partir des coefficients obtenus, nous avons schématisé I’ allure d’ amplitude
des filtres correspondants a chaque représentation. Nous avons obtenu les figures
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Fig.15. RA et PMCQ dans lareprésentation Sdpd avec Im =8 bits

Nousremarquons que lesfiltresen
représentation sdpd preésente latoléerance la
plusgrande (Emaet Emp) danslaBP et |a

BA. Ceux en Vfx et Vfl entrent dansle
gabarit. La difféerence entrelesfiltresde ces
deux repreésentations est faible.

Pour mieux expliquer ces résultats, le tableau 6 a éé congu pour un filtre de
longueur 8 en tenant compte des tableaux 1, 2 et 3 du chapitre 1 correspondants aux
nombres de valeurs admissibles, des valeurs du plus petit pas et des valeurs du plus
grand pas. Dans ce tableau, nous considérerons b symétrie (antisymétrie) des filtres
RIF & phase linéaire. En effet, nous avons a retrouver N/2 coefficients dans le cas d’ un
filtre de longueur N. Par conséquent, le nombre de fonctions d’ évaluation ‘N’ est
calculé comme suit :

Nrte = (Nbaj)N/Z

Avec Nbad : le nombre de valeurs admissibles dans un mot de longueur Im.
Pour N=8 nous aurons

Nte = Nbad*
Lm Vfx Vil Sdpd
8 hits 4228250625 418161601 83521
16 bits 65535" 36863" 7817*

Tableau 6: Nombre de fonctions d’ évaluation dans |’ espace discret
alm bits suivant chaque représentation pour un filtre de longueur 8.

A partir de I'Eq. 47 et du tableau 6, nous remarquons que le nombre de coefficients a
retrouver a plus d’ importance sur le nombre de fonctions d évaluation par rapport au
nombre de valeurs admissibles. Nous remarquons aussi que la plus grande valeur de
Nre est celle de VTx, tandis celle la plus petite est de Sdpd. Cela est di au nombre de
valeurs admissibles correspondant dans ces représentations.

Par conséquent, le temps de calcul est plus petit en utilisant la représentation
Sdpd et le plus grand en utilisant |a représentation Vfx.

A ce propos, pour mieux tester les limites de la complexité algorithmique de
RA, nous proposerons dans le paragraphe une synthese de filtres dont les coefficients
sont représentés sur un mot de longueur plus grande Im=12 bits.

IV.2. FILTRE2:

N=8.

Im = 12 bits.
wp = 0.159.
ws = 0.295.



L esrésultats de notre expérimentation sont rassemblés dansles
deux tableaux qui suivent :

R.A. dansle sens de Ems P.M.C.Q.
Ems Emp Ema Tps Ems Tps
VEX | = | s | oo ¥ 0.0370 0.44 s.
VIl | wmememem | e | e ¥ 0.0372 0.38s.
Sdpd | 0.0447 | 0.0711 | 0.1498 | 246h. | 0.0624 0.27 s.

Tableau 7 : : Représentation de I’ erreur quadratique moyenne par les deux méthodes (R.A. et

PM.C.Q)

dans lareprésentation Sdpd alm=12 hits.

Coef. de VX Vil Sdpd

filt. de RA.| PM.CQ. RA.| PM.CQ. RA. | PM.CQ.
longueur:8
h(0) =h(7) | ---------- -0.0615234375 | -------- -0.0617675781 | -0.0468750 | -0.06201171875
h(1)=h(6) | ---------- -0.0498046875 | -------- -0.0498046875 | -0.0546875 | -0.04687500000
h(2) =h(5) | ---------- 0.1718750000 | -------- 0.1718750000 | 0.1562500 | 0.18750000000
h(3)=h(4) | ---------- 0.4106445312 | -------- 0.4101562500 | 0.4375000 | 0.43750000000

Tableau 8 : Tableau de coefficients du filtre obtenu par R.A. dans la représentation Sdpd
et les coefficients de P.MC.Q. alm=12 bits.

Le tableau 7 présente le temps de synthese et les erreurs Ems des filtres congus
avec les deux méthodes R.A. et P.M.C.Q. et lareprésentation binaire Sdpd.
La méthode R.A. n'est pas utilisable dans les représentations Vix et VIl a
cause du temps de calcul prohibitif. C’est pourquoi, les cases qui y correspondent sont
en pointillé.
A partir du tableau 7, nous remarquons que le qualité de sortie (Emstps) en
représentation Sdpd est ( 0.0447|246h).
Comparés aux résultats du filtre 1 qui sont de (0.0319|26h), (0.0320[18h)
respectivement en Vix et Vfl, nous constatons que le temps de calcul est
approximativement dix fois plus petit pour une précision 1.5 meilleure.
Concernant cet exemple, nous pouvons affirmer gque la représentation Sdpd
n'est pas adéguate pour la synthése de filtres dans un espace discret, puisgue les
résultats montrent que les représentations Vfx et Vfl ont procurés des performances
meilleurs dans un temps de calcul plus petit.
De plus, ces deux dernieres représentations ont été utilisées dans un espace
discret de longueur de mot plus petite, ou I'erreur due la représentation est plus
grande, comparée a celle due al’ espace discret ou Sdpd a éte utilisee.
Nous trouverons dans le paragraphe V, une étude comparative de I'efficacité des trois

représentations Vfx, Vfl et Sdpd dans I’ espace discret des valeurs des coefficients. Nous concluons que
les représentations Vfx et Vfl offrent une grande représentativité des coefficients vu leur représentation
réguliére dans toute la plage des valeurs[-1, 1] par rapport a Sdpd.

Le temps de calcul reste I'inconvénient majeur de I’ utilisation de ces représentations binaires
Vfx et Vfl. Les exemples 1 et 2 montrent que le qualité de sortie (Ems| tps) doit étre étudié d’une
maniére plus approprié concernant le choix entre la représentation Sdpd et les deux représentations Vfx
et VIl



Nous noterons par PMCQ le filtre obtenu, a partir des spécifications identiques, dont les
coefficients ont été tronqués sur laméme longueur que lesfiltres en étude.
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Fig.16. RA et PMCQ danslareprésentation Sdpd avec Im =12 bits

Nous remarquons que le filtre de P.M.C.Q. sort du gabarit prescrit par

celui dela méthode de R.A.
Afin de confirmer les résultats obtenus dans ce cas de filtre, nous avons éendu

notre travail dans les deux paragraphes suivants pour d’ autres cas de filtres de
spécifications différentes. Le premier filtre possede une BP large et une BA étroite,
tandis que le deuxieme possede une BP étroite et une BA large.

IV.3. FILTRE 3:
N=8.
Im = 8 bits.
wp = 0.45.
ws=0.48.
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La synthese du filtre choisi, nousa donnélesrésultats qui sont
groupés dans les tableaux suivants :

R.A. dansle sensde Ems P.M.C.Q.
Ems Emp Ema Tps Ems Tps
Vix | 0.09562 | 0.34907 | 0.27739 | 16h. | 0.21120 | 0.06s.
Vfl | 0.09624 | 0.35396 |0.27543 | 18h. | 0.20760 | 0.05s.
Sdpd | 0.15065 | 0.26895 | 0.35587 | 12s.| 0.17338 | 0.05s.

Tableau9 : Représentation de I’ erreur quadrati que moyenne par les deux méthodes (R.A. et P.M.C.Q.)
dans les différentes représentations avec Im =8 bits.

Coefficients de VX Vil Sdpd
filtre de RA. | PM.C.Q. RA. | PM.C.Q. | RA. | P.M.C.Q.
longueur :8
h(0) =h(7) -0.0625000 0 -0.06250000 | -0.00341796 | -0.125 0
h(1)=h(6) 0.1093750 | 0.2187500 | 0.10937500 | 0.21875000 | 0.125 0.125
h(2) =h(5) -0.2031250 | -0.2031250 | -0.20312500 | -0.20312500| -0.125 -0.125
h(3)=h(4) 0.6328125 | 0.6328125 | 0.62500000 | 0.62500000 | 0.625 0.625

Tableau 10 : Tableau de coefficients du filtre obtenu par R.A. dans chague représentation avec Im=8

bits.

Nous remarquons du tableau 9 que les filtres congus par RA sont tous
meilleurs en performance dans ke sens de Ems que ceux dePMCQ par arrondissement
pour des temps de calcul plus grands. Par ailleurs la qualité de sortie ( Emg| tps) de
RA est (0.09562[26h), (0.09624|18h) et (0.15065|12s) respectivement en Vfx, Vil et

Sdpd.

Les mémes remarques faites au filtre 1 sont valables pour ce cas de filtre. Le
filtre concu par RA en Vfx présente I'erreur Ems la plus faible pour un temps de
calcul de 26 heures, tandis que celui de Sdpd présente un tps de 12 secondes pour des
performances moins bonnes. Le choix de la représentation dépend des spécifications (
précision | tps) requises.

A partir des coefficients du tableau 10, nous avons schématisé les filtres

suivants :
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Fig.17. RA et PMCQ danslareprésentation Vfx avec Im =8 bits
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Fig.18. RA et PMCQ dans lareprésentation Vfl avec Im =8 bits
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Fig.19. RA et PMCQ dans lareprésentation Sdpd avec Im =8 hits

L esfigures précedentesrepreésentent les
filtres congus par la méthode R.A. et ceux
P.M.C.Q. danslestroisrepreéesentations
binaires Vfx, Vfl et Sdpd. Nousremarquons
qguel’alluredesfiltresest conérente. La
difference entrelesfiltres de ces deux
I epr ésentations ne peut pas étre déter minee
al’adl nu. Lefiltreconcu par P.M.C.Q. par
arrondissement en représentation Sdpd
n’entre pasdansle gabarit prescrit.

IV.4. FILTRE4:

N=8.
Im = 8 bits.
wp=0.1.
ws=0.25.
La synthese du filtre chois, nous a donné les résultats
suivants :
RA. P.M.C.Q.
Ems Emp Ema Tps Ems Tps

Vix | 0.04201 | 0.07980 | 0.13258 26 h. 0.05290 0.05s.

Vil | 0.04201 | 0.07980 | 0.13258 18 h. 0.05473 0.05s.
Sdpd| 0.13453 | 0.25000 | 0.19719 11s. 0.17571 0.05s.
Tableaull : Représentation de |’ erreur quadratique moyenne par les deux méthodes (R.A. et P.M.C.Q.)

dans les différentes représentations avec Im =8 hits.

Coefficients Vix Vil Sdpd

de filtre de RA. | PM.CQ. RA. | PM.CQ. RA. |PM.C.Q.
longueur :8

h(0) =h(7) | -0.0390625 | -0.0468750 | -0.0390625 | -0.04296875 0 0

h(1)=h(6) 0.0234375 | 0.0468750 | 0.0234375 | 0.04296875 | 0.125 0
h(2) =h(5) | 0.1875000 | 0.1953125 | 0.1875000 | 0.20312500 | 0.250 0.125




[ h(3)=h(4) | 0.3437500 | 0.3359375 | 0.3437500 | 0.34375000 | 0.250 | 0.250 |
Tableaul? : Tableau de coefficients du filtre obtenu par R.A . a chaque représentation avec Im=8 hits.

A partir du tableau 11, nous constatons que les mémes remarques faites au
filtre 1 et 3 sont confirmés pour ce cas de filtre. le qualité de sortie ( Emg| tps) de RA
est de (0.04201)26h), (0.04201|18h) et (0.13453|11s) respectivement en Vfx, Vil et
Sdpd. Le temps de calcul en Sdpd est le plus petit pour |’ erreur Ems la plus grande.
Tandis que tps en Vx est 1,5 plus grand que celui en V§l pour une Ems identique. Par
conséquent, entre Vfx, et VTl, il est recommandé de choisir Vfl dans ce cas, alors que
le choix de Sdpd dépend des spécifications (Emgltps) requises. A partir des
coefficients du tableau 12. nous avons les filtres suivants :
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Fig.20. RA et PMCQ dans lareprésentation Vfx avec Im =8 bits
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Fig.21. RA et PMCQ dans lareprésentation Vfl avec Im =8 bits
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Fig.22. RA et PMCQ dans lareprésentation Sdpd avec Im =8 hits

L es mémes remar ques faites aux figures
desfiltres 1 et 3 sont verifiées pour ce casde
filtre. Lefiltre concu par P.M.C.Q. par
arrondissement danslareprésentation Sdpd
n’entre pasdansle gabarit prescrit. Par
ailleurs, comparé a Vfx et Vil, lefiltrede
RA dans Sdpd présenteleserreurs Emp et
Ema les plus grandesrespectivement dans
BP et dans BA.

Dans le par agr aphe suivant, nous allons
présenter une étude compar ative des quatre
cas defiltresreportés précedemment en
precision et en complexité algorithmique en
utilisant la méthode RA.

XVI. ETUDE DESRESULTATSDE LA METHODE RA:
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Une étude comparative des résultats obtenus dans les quatre exemples nous montre que les
filtres obtenus dans les représentations en virgule fixe et en virgule flottante possédent de bonnes
performances, tandis que ceux congus dans une représentation Sdpd sont de performances moindres.
Relativement a ces résultats, le temps de calcul associé a la synthése de filtres dans la représentation
Sdpd est trés petit contrairement aux représentations en virgule fixe et en virgule flottante qui
présentent un temps prohibitif lorsque la longueur du mot machine ‘Im’ et celle du filtre sont élevées.

Afin de mieux interpréter ces résultats, nous donnons I’explication en nous aidant des
exemples defiltre 1 et 2.

Nous remarquons dans ces deux exemples que les valeurs de (Ems | temps de calcul | Im) sont
de (0.0319 | 26 h | 8 hits), (0.0320 | 18 h | 8 bits) et (0.0447 | 246 h | 12 bits) respectivement dans les
représentations en Vfx, en Vfl et en sdpd. Malgré que la représentation Sdpd a été utilisée dans un
espace discret de longueur de mot plus grande que celle utilisée en représentation Vfx et vfl, nous
constatons que Vx a procuré le meilleur résultat en Ems et que V£l a procuré un temps de calcul le plus
petit & une erreur presgue égale a celle de Vfx. Alors qu’ en représentation Sdpd, nous avons le temps
de calcul le plus grand avec des performances moindres.

Afin d’ expliquer e comportement de ces résultats, nous présentons les valeurs du coefficient
h(3) = h(4) du filtre 1 et du filtre 2 obtenu par la méthode RA et PMCQ par arrondissement. Ce
coefficient est celui a plus grande valeur ou du plus grand poids (en valeur absolue) par rapport aux
autres coefficients du filtre. Pour les filtres RIF & phase linéaire passe bas ce coefficient est d’une
grande importance sur le gabarit du filtre.

En représentation Vfx sur Im =8 bits :
- h(3)=0.4140625 par la méthode RA.
- h(3)=0.4140625 par la méthode PM CQ.
En représentation Vfl sur Im =8 bits :
- h(3)= 0.40625 par la méthode RA.
- h(3)= 0.40625 par |a méthode PMCQ.
En représentation Sdpd sur Im =12 bits :
- h(3)=0.43750 par |a méthode RA.
- h(3)=0.43750 par la méthode PMCQ.

Lavaleur du coefficient h(3) en représentation Vx et Vfl dans un espace discret alm=8 bits et
celle du coefficient h(3) en représentation Sdpd dans un espace discret alm=12 bits est différente. C'est
pourguoi, nous avons obtenu des erreurs Ems différentes dans chaque représentation. Afin de connaitre
la raison pour laquelle la représentation Sdpd n'a pas procuré des performances meilleures ou
identiques a ceux de Vfx malgré qu'elle est configurée sur un mot de longueur plus grande, nous
présentons une fenétre de I’ espace discret d’ un intervalle de ]0.35, 0.5] dans chaque représentation.

En représentation Vfx sur Im =8 bits :
Eproc ={ 0.3515625 0.359375 0.3671875 0.375 0.38281250000000 0.3906250 0.3984375

0.40625 0.4140625 0.421875 0.4296875 0.4375 0.4453125 0.453125 0.4609375
0.46875 0.4765625 0.484375 0.4921875 0.5}
En représentation Vfl sur Im =8 bits :

Epoc={ 0.3750 0.4062 0.4375 0.4688 0.5000}.

En représentation Sdpd sur Im = 12 hits :

E,.=10.3750 0.4375 0.46875 0.484375 0.4921875 0.49609375

0.498046875 0.4990234375 0.49951171875 0.499755859375
0.4998779296875 0.49993896484375 0.49996948242188 0.5}

Nous remarquons que la valeur du coefficient h(3) = 0.4140625 en Vix n’est
pas admissible (représentable) dans un espace a Im=12 bits de représentation Sdpd.
Les deux valeurs discretes représentables en Sdpd les plus proches sont 0.3750 et
0.4375. La différence est assez importante. Par conségquent, le filtre obtenu en cette



représentation Sdpd présente une erreur quadratiqgue moyenne plus grande que celle
dans Vfx.

Ce cas de filtre présente un échantillon de plusieurs autres ou la représentation
Sdpd peut étre déconseillée pour la synthese de filtres numériques dans un
espace discret de longueur de mot ‘Im’. 1l est souvent préférable d’'utiliser la
représentation Vfx ou Vfl sur un mot de longueur ‘Im-c’( avec ¢ un entier
inférieur a Im-1), pour gagner en performances et en complexité algorithmique
par rapport al’utilisation de Sdpd sur Im bits.

V.. OPTIMISATION PAR D.M.C. DANSLESTROIS
REPRESENTATIONS:
VI.1. INTRODUCTION :

Dans ce paragraphe, nous alons exploiter la rapidité de convergence de la
méthode DMC en utilisant des représentations binaires qui procurent un nombre de
valeurs admissibles plus grand afin de tester ses capacités. Ensuite, nous alons
effectuer une étude comparative des résultats obtenus en utilisant les représentations
Vix et VIl par rapport a I’ utilisation de la représentation Sdpd en évaluant le qualité
de sortie ( précision| temps de calcul) pour chague cas.

Nous différencions entre les coefficients non quantifiés et quantifiés, par
I’ utilisation de la notation suivante :

h(n) : le coefficient non quantifié, représenté par un mot de longueur Nbgrg bits.
ha(n) : le coefficient h(n) quantifié par arrondissement dans les représentations Vfx,
VTl et Sdpd est représenté par un mot de longueur Nbyroc bits < Nbgrq bits.

Dans la méhode D.M.C.[31], que hous rappelons en annexe, les coefficients
sont calculés d'une maniére séquentielle. Le critére d’'évauation utilisé par cette
méthode est I'erreur quadratique moyenne ‘Ems’. Nous allons dans le paragraphe
suivant présenter I’ essentiel de I’ algorithme DMC.

VI.2. DESCRIPTION DE L’ALGORITHME:

La méthode D.M.C., se compose de N/2 étapes. A chague étape, on calcule un
seul coefficient alafois.
Etape 1.
N
Déterminer le coefficient h(E- 1). Ce premier coefficient est optimisé suivant

I’Eq. 93 dans I'annexe, sa vaeur est ensuite quantifiée par arrondissement en hy(N/2-
1). Aprés sa détermination, il en résultera une erreur sur I’amplitude de la réponse en
fréguerce, qu’ on a appelé erreur d’amplitude résiduelle effective & (w) par rapport a
I’amplitude du filtre idéal Hp(e'"), et qui est calculée par:

. N
E, (W) =[Ho (6] - 2, (- 1 oo(7)
(473
Sionpose B (w)=[Hp(€")|
on obtient : E, (W) =E,(w) - 2hd(% -1 COS(%)
(47.)



Etape 2:

N
A partir de E; (w), on recherche le coefficient suivant h(E- 2) par la méthode

d optimisation donnée par I'Eq. 98.b en annexe. La valeur obtenue est quantifiée par
arrondissement.

N
Aprés la détermination du second coefficient h, (E_ 2), delaméme facon il en

résulte une nouvelle erreur d’amplitude résiduelle effective E; (w) par rapport a
I’erreur d’amplitude résiduelle effective E; (w) précédente. B (w) est calculée par :

N 3w
E,(W)=E,(W) - 2h,(5-2) (=) (48.0)
N w N 3w
E,(W) =Eo (W) - 2h,(5- D oos(5) - 2hy(5 - 2cos(=,)
(48.b)

Etape 3:

N
De la méme facon, le coefficient h(E- ) est optimisé en fonction de & (w),
puis sa valeur est quantifiée. Et ains de suite ...

Etapen :
N
D’une fagon générae, le coefficient h(E- n-1) est optimisé et quantifié par

arrondissement de I’ erreur d’ amplitude résiduelle effective E, (w), obtenue a la fin de
I’ étape n-1. Apres sa détermination, il reste en fin de I’ éape n une erreur d amplitude
résiduelle effective E+1(w) qui est calculée par :

Eni1 (W) = B, (W) - 2 hy(N/2 - n-1) cos(n +1/2)w

8 N 1
E,.u(w) = Eow) - 8 21, (5~ 1- k) cog((k+2)w)

avec n=1 .. N/2

N
Etape ER 1: (derniere étape)
Le dernier coefficient h(0) est optimisé en fonction de I’ erreur Byz-1(W) puis sa

valeur est quantifiée. L’ erreur d’amplitude résiduelle effective Ey2(w) qui résultera
apres la quantification du dernier coefficient ne pourra plus étre diminuée; les
coefficients étant tous calculés.

V1.3. ORGANIGRAMME:

Calcul de h(N/2-1-n)

l




quantification de
h(N/2-1-n) par
n=n+1 arrondissement

| |

calcule Eqvq =

N 1
E, (W)- 2h, (5 1- 1) cos((m+)w) Non

Oui

Fig.23 Organigramme de la synthése de filtre par 1a méthode D.M.C..

Cet organigramme présente la démarche algorithmique de la méthode DMC
donnée dans [31]. Dans le paragraphe suivant, nous allons étudier |es performances et
la complexité de cette méthode avec les trois représentations binaires Vix, Vil et
Sdpd.

VIl. RESULTATSDESFILTRESCONCUSPARLA METHODED.M.C.:

Cette méthode a été testée sur plusieurs centaines de filtres dont nous
présenterons quatre repérés par les numéros de 1 a 4. Ces 4 filtres choisis sont
desfiltres RIF a phase linéaire passe bas dont les spécifications sont identiques a
ceux obtenus par la méthode RA. Nous nous sommes auss intéressé, pour
chaque filtre, d’étudier I’évolution de ses coefficients en fonction du nombre de
bitsIm.

VII.1. FILTRE1:

N=8.
Im = 8 hits.
wp = 0.159.
ws = 0.295.

La synthése du filtre chois, nousa donnélesrésultats qui sont
groupés dans les tableaux suivants :

D.M.C. P.M.C.Q.

Ems Emp Ema Tps Ems Tps
Vix | 0.0330 | 0.0718 | 0.0844 | 0.05s. | 0.0358 | 0.05s.
Vil | 0.0374 | 0.1002 | 0.1028 | 0.05s. | 0.0392 | 0.05s.
Sdpd | 0.1270 | 0.3235 | 0.2164 | 0.05s. | 0.127 | 0.05s.

Tableaul3 : Représentation des erreurs par les deux méthodes (D.M.C. et P.M.C.Q.) dansles
différentes représentations alm =8 hits.

Coefficients Vix VTl Sdpd
defiltrede | D.M.C. | PM.C.Q. DM.C. | PM.CQ. D.M.C.|P.M.C.Q.
longueur :8




h(0) =h(7) |[-0.0546875 | -0.0625000 | -0.05078125 | -0.06250000 0 0
h(1)=h(6) |-0.0468750 |-0.0468750| -0.04296875 |-0.05078125 0 0
h(2) =h(5) | 0.1640625 | 0.1718750 | 0.15625000 | 0.17187500 | 0.125 0.125
h(3)=h(4) | 0.4140625 | 0.4140625 | 0.40625000 | 0.40625000 | 0.375 0.375
Tableaul4 : Tableau de coefficients du filtre obtenu par D.M.C. a chaque représentation pour Im=8
bits.

Le tableau 13 présente les performances et le temps de calcul de DMC et

PMCQ par arrondissement dans les représentations binaires. Nous remarquons que les
erreurs Ems de DMC sont inférieures & celles de PMCQ avec un temps de calcul
identique.
Pour la méthode DMC nous avons la qualité de sortie (Ems | tps) de ( 0.0330| 0.05s),
(0.0374| 0.05s) et (0.127| 0.05s) respectivement en Vfx, Vfl et Sdpd. Nous
remarquons que Vfx offre le meilleur résultat pour un temps de calcul identique a
celui de V1l et de Sdpd.

A partir des coefficients du tableau 14, nous avons schématisé |'alure des
filtres retrouvés a chague représentation. Nous avons obtenu les figures suivantes :
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Fig.23. DMC et PMCQ dans lareprésentation Vfx sur Im =8bits
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Fig.24. DMC et PMCQ en représentation Vfl sur Im =8 bits
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Fig.25. DMC et PMCQ en représentation Sdpd sur Im =8 bits

Ces figures 23, 24 et 25 montrent que tous les réponses en amplitude des

filtres rentrent dans le du gabarit. Par ailleurs, nous avons les plus grandes valeurs des

erreurs maximales dans la BP et la BA en représentation Sdpd comparées a celles en

Vix et en Vfl. Dans le paragraphe suivant, nous allons choisir un mot de longueur plus

grande Im = 16 bits afin de mieux exploiter la rapidité de convergence de la méthode

DMC et de voir ces performances dans I espace discret correspondant a cette longueur
de mot.

VII.2. FILTRE 2:



N=8.
Im = 16 bits.
wp = 0.159.
ws = 0.295.
La synthése du filtre choisi, nous a donné les résultats qui sont groupés dans

les tableaux suivants :

D.M.C. P.M.C.Q.
Ems Emp Ema Tps Ems Tps
Vfx | 0.03318 | 0.08290 | 0.09250 | 3.30s.| 0.03743 |11.09s.
Vfl | 0.03317 | 0.08295 | 0.09237| 2.85s.| 0.03744 | 7.52s.
Sdpd | 0.04520 | 0.07144 | 0.15043| 0.66s. | 0.06242 | 2.09s.

Tableaul5 : Représentation de I’ erreur quadratique moyenne par les deux méthodes (D.M.C. et
P.M.C.Q.) danslesdifférentes représentations alm =16 bits.

Coef. Filt. Vix VTl Sdpd
De D.M.C. | PM.C.Q. D.M.C. | PM.CQ. D.M.C.|P.M.C.Q.
longueur :8

H(0) =h(7) | -0.05349731 | -0.06198120 | -0.05351257 | -0.06199645 | -0.046875| -0.062011

h(1)=h(6) |-0.04498291 | -0.04998779 | -0.04496765 | -0.04998779 |-0.058593| -0.046875

H(2) =h(5) | 0.16207885 | 0.17230224 | 0.16210937 | 0.17230224 | 0.156250 | 0.187500

h(3)=h(4) | 0.41091918 | 0.41091918 | 0.41088867 | 0.41088867 | 0.437500 | 0.437500

Tableaul6 : Tableau de coefficients du filtre obtenu par D.M.C. a chaque représentation pour Im=16
bits.

Les remarques faites pour le filtre 1 (VI1.1) sont valables pour ce filtre. A part
la représentation en Sdpd, dans cet exemple choisi, nous remarguons que les erreurs
quadratiques moyennes des filtres congus par la méthode P.M.C.Q. sont plus grandes
gue celles de la méthode DMC.

De plus, le temps de synthése de la méthode D.M.C. est plus petit que celui de
la méthode de P.M.C.Q. Dans les six cas de filtre du tableau 14, le meilleur filtre
PMCQ au sens de I’ erreur quadratique moyenne est celui défini dans la représentation
avirgule fixe ou flottante.

Les coefficients retrouvés par les deux méthodes de synthese dans les deux
représentations Vx et Vfl sont identiques, et trés différents de ceux en représentation
Sdpd. Comparé au filtre 1 ou la conception s est effectuée sur un mot de 8 bits, nous
remarquons que les erreurs Ems de la méhode DMC pour le méme filtre sur 16 bits
sont plus petites, a part celle en Vix. L’ erreur Ems sur 8 bits a été de 0.0330, tandis
gue celle sur 16 hits est de 0.03318. Ce cas particulier arrive souvent ou
I” augmentation de mot n"améliore pas les performances.

A partir des coefficients du tableau 16 , nous avons schématisé I’ alure des
filtres correspondants dans chagque représentation binaire. Nous avons obtenu les
figures suivantes :
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Fig.26. DMCet PMCQ en représentation Vfx sur Im =16 bits
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Fig.28. DMC et PMCQ en représentation Sdpd sur Im =16 bits

Concernant la représentation Sdpd, nous remarquons que la réponse en amplitude du filtre de
PMCQ sort du gabarit défini pas celle de DMC. Afin de confirmer ces résultats, une extension aux
autres cas de filtres est faite dans les deux paragraphes suivants. Le premier correspond a un filtre de
longueur identique ‘8, tandis que le second correspond a un filtre de longueur supérieur ‘ 16’.

VII.3. FILTRE 3:

N=8.

Im = 8 hits.
wp = 0.45.
ws = 0.48.

La synthese du filtre choisi, nous a donné les résultats qui sont groupés dans
les tableaux suivants :

D.M.C. P.M.C.Q.
Ems Emp Ema Tps Ems Tps
Vix | 0.09678 | 0.37210 | 0.26767 | 0.05s. | 0.20987 | 0.05s.
Vfl | 0.09680 | 0.36501 | 0.27060 | 0.05s. | 0.20765 | 0.05s.
Sdpd | 0.15065 | 0.26895 | 0.35587 | 0.05s. | 0.25489 | 0.05s.

Tableaul? : Représentation de I’ erreur quadratique moyenne par les deux méthodes (D.M.C. et
P.M.C.Q.) danslesdifférentes représentations alm =8 bits.

Coef. De filtre VX Vil Sdpd
delongueur :8| D.M.C. | PM.C.Q. | D.M.C. | PM.C.Q. |D.M.C. |PM.C.Q.
h(0) =h(7) | -0.062500 0 -0.0625000 | -0.00341796875 | -0.125 0
h(1)=h(6) 0.1015625 | 0.2187500 | 0.1015625 | 0.21875000000 | 0.125 0.250
h(2) =h(5) |-0.1953125| -0.2031250| -0.2031250 | -0.20312500000 | -0.250 | -0.250
h(3)=h(4) 0.625000 | 0.6328125 | 0.6250000 | 0.62500000000 | 0.625 0.625
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Tableaul8 : Tableau de coefficients du filtre obtenu par D.M.C. a chaque représentation pour Im=8
bits.

Le tableau 17 présente les performances et le temps de calcul de DMC et

PMCQ par arrondissement dans les 3 représentations binaires. Les mémes remarques
faites a I’exemple 1 sont vérifiées pour ce cas de filtre. L’ erreur Ems de DMC est
inférieur a celle de PMCQ pour un temps de calcul identique.
Pour la méthode DMC nous avons le qualité de sortie (Emsg| tps) de ( 0.09678| 0.05s),
(0.09680] 0.05s) et (0.15065| 0.05s) respectivement en Vfx, Vfl et Sdpd. Nous
remarquons auss que Vfx offre le meilleur résultat pour un temps de calcul identique
acelui de VTl et de Sdpd.

A partir des coefficients du tableau 18, nous avons schématisé I’ alure des
filtres retrouvés a chaque représentation. Nous avons obtenu les figures suivantes :
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Fig.30. DMC et PMCQ en représentation Vfl sur Im =8 bits
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Fig.31. DMC et PMCQ en représentation Sdpd sur Im = 8 bits
Nous remarquons de la figure 31 que la réponse en amplitude du filtre de PMCQ par
arrondissement en représentation Sdpd sort du gabarit défini par celle de la méthode
DMC.

Vil.4. FILTRE4:
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N=16.

Im = 8 bits.
wp =0.1.
ws = 0.25.

La synthese du filtre choisi, nous a donné les résultats qui sont groupés dans
les tableaux suivants :

Tableaul19 :

D.M.C.

P.M.C.Q.

Ems

Emp

Ema

Tps

Ems tps

VX

0.02697

0.08331

0.06629

0.05s.

0.01203 | 0.05s.

\ii

0.01861

0.03539 | 0.

07112

0.05s.

0.01896 | 0.05s.

Sdpd

0.12856

0.13976 | O.

35355

0.05s.

0.14280 | 0.05s.

Représentation de |’ erreur quadratique moyenne par les deux méthodes (D.M.C. et
P.M.C.Q.) danslesdifférentesreprésentations alm =8 hits.

Cosf. defiltre Vix Vil Sdpd
delongueur 8| D.M.C. | P.M.C.Q. D.M.C. | P.M.C.Q. D.M.C.|P.M.C.Q.
H(0) =h(15) | -0.0078125| 0.0078125 | -0.00244140625 | 0.0087890625 0 0
h(1)=h(14) 0 0.0156250 | 0.00488281250 | 0.0126953125 0 0
H(2) =h(13) 0 -0.0078125| 0.00097656250 | -0.0068359375 0 0
h(3)=h(12) |-0.0234375| -0.0390625| -0.02734375000 | -0.0429687500 0 0
h(4)=h(11) |-0.0312500| -0.0468750| -0.03906250000 | -0.0429687500 0 0
h(5)=h(10) | 0.0390625 | 0.0468750 | 0.03125000000 | 0.0429687500 0 0
h(6)=h(9) 0.1796875 | 0.2031250 | 0.18750000000 | 0.2031250000 | 0.125 | 0.250
h(7)=h(8) 0.3281250 | 0.3281250 | 0.34375000000 | 0.3437500000 | 0.375 | 0.375

Tableau20 : Tableau de coefficients du filtre obtenu par D.M.C. a chaque représentation pour Im=8

bits.

Puisque la méthode D.M.C. présente I'intérét de la rapidité, nous avons chois la
conception d’'un filtre de longueur 16 (a 16 coefficients) afin de mieux interpréter le
choix de la représentation binaire utilisée.

Le tableau 19 présente les performances et le temps de calcul de DMC et
PMCQ par arrondissement dans les représentations binaires. A part en Vfx, I’erreur
Ems de DMC est inférieur a celle de PMCQ pour un temps de calcul identique. Pour
les six cas de filtres le filtre PMCQ en Vfx présente la meilleure approximation dans
le sens de Ems. Le quaité de sortie (Emg| tps) pour la méhode DMC sont de
(0.02697] 0.05s), (0.01861| 0.05s) et (0.12856| 0.05s) respectivement en Vfx, VTl et
Sdpd. Nous remarquons auss que VTl offre le mellleur résultat pour un temps de
calcul identique a celui de Vx et de Sdpd.

A partir des coefficients du tableau20, nus avons |’ allure des filtres suivants :
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Fig.32. DMC et PMCQ en représentation Vfx sur Im = 8 bits
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Fig.34. DMC et PMCQ en représentation Sdpd sur Im = 8 bits

Les mémes remar ques faites aux figures des exemples précédents sont
vérifiées pour cet exemple; la réponse en amplitude du filtre de la méthode
PMCQ dans la représentation Sdpd sort du gabarit défini par celle du filtre
obtenu par la méthode DM C en méme repr ésentation.

VIIl. ETUDE DESRESULTATSDE LA METHODE DMC::

Une observation primitive des résultats de la méthode D.M.C. pour les quatre filtres dans les
différentes représentations binaires montre que les performances ne sont pas cohérentes. Dans 3
exemples sur 4, I'erreur Ems entre |’amplitude du filtre congu par la méhode DMC et celle de la
réponse en fréguence désirée, est plus petite que celle de PMCQ par arrondissement avec un temps de
calcul égal ou plus petit. Une étude comparative de la qualité de sortie (précision | temps de calcul)
pour la méthode DMC dans les trois représentations binaires, montre que la représentation SDPD
présente I'erreur Ems la plus grande, tandis qu’une des deux représentations Vfx ou Vfl offre le
meilleur résultat dépendamment du cas de filtre a concevoir. La Vfl procure a chaque fois un temps de
calcul plus petit que celui de Vfx. Dans I'exemple 4, ol la longueur de filtre est plus grande que celle
de ses précédents exemples, nous remarquons que I'erreur Ems du filtre de DMC dans une
représentation en Vfx présente une erreur plus grande que celle de PMCQ. Le choix de la
représentation binaire dépend des spécifications requises, mais, compte tenu du qualité de sortie ( Ems |
tps) dans les précédents exemples, nous recommandons |’ utilisation de la représentation a virgule
flottante.

Dans le paragraphe suivant, nous allons présenter un récapitulatif du choix de lareprésentation
binaire dans la synthése des filtres numériques dans I’ espace discret utilisant les deux méthodes RA et
DMC. Des conclusions seront données aprées le diagnostic des résultats de ce chapitre et une étude
comparative avec ceux obtenu par le laboratoire Signaux et Systémes.
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IX. ETUDE COMPARATIVE AVEC LESTRAVAUX DE M. BOULERIAL
[31] :

Pour des raisons de complexité algorithmique, le laboratoire Signaux et
Systémes a élaboré les deux méthodes R.A. et D.M.C., concernant les travaux de la
synthése des filtres numériques, en représentation binaire Sdpd. Cela est du a ses
avantages decrits en [31] tels que la faible erreur de quantification au début de la
dynamique entre ¢ 0.5 et + 0.5) et le nombre réduit des valeurs admissibles par
rapport aux représentations Vfx et Vfl, pour une méme longueur de mot machine ‘Im’.

Notre propos dans ce chapitre a été d'étendre ces travaux dans les
représentations binaires en virgule fixe et en virgule flottante afin d' analyser le
comportement des performances comparativement a celui de la complexité
algorithmique découlant de I’ utilisation de chaque représentation binaire. En effet,
nous avons étudier le qualité de sortie (précision| temps de calcul) pour les deux
méthodes dans les trois représentations.

D’ apres les résultats précédemment donneés, nous constatons I utilisation de la
méthode R.A. avec les représentations binaires Vix et Vfl a prouvé de meilleure
gualité des résultats par rapport a Sdpd, vu la grande représentativité des valeurs
discrétes. Tandis que la complexité numérique est devenu plus grande et le temps de
calcul devient prohibitif pour un espace discret a ‘Im > 8 bits. Le choix de la
représentation binaire adéquate dépend des specifications de la qualité de sortie
requise (précision | temps de calcul), relative aux ressources matérielles disponibles.

Notre but dans ce travail est de calculer les filtres RIF a phase linéaire qui
présente la meilleure approximation dans le sens de Ems. Par conséquent, hous avons
choisi dans la suite de notre travail d' utiliser la représentation Vfx pour la version
améliorée de la méhode RA nommée méthode de Recherche Séquentielle et
Progressive ‘R.S.P." cette méthode permet de réduire la complexité algorithmique de
la méthode RA. Le choix de la Vfx est du a sa grande représentativité discréte qui
procure de meilleures performances.

Contrairement & RA, la méthode D.M.C. présente une faible complexité algorithmique.
L’intérét de notre travail dans ce chapitre a été d’ exploiter la rapidité de cette méthode afin d’ évaluer
ses performances dans les différentes représentations binaires. Dans les exemples précédents, les
meilleurs résultats que nous avions obtenu sont ceux en représentations binaires Vfx et Vfl. Par contre,
nous remarquons que la méthode PMCQ par arrondissement peut donner des résultats meilleurs que
ceux de DMC (exempled). Cela est du a la dépendance séquentielle des coefficients dans la méthode
DMC. Le calcul d'un coefficient dépend de I’ erreur sur I'amplitude du filtre du au calcul du coefficient
précédent. Alors, I’ erreur finale du filtre correspond a celle du dernier coefficient. Cette erreur n’ est pas
réinjectée pour la reoptimisation du premier coefficient. Notre but dans la suite de ce travail, est
I"amélioration des performances de DMC en gjoutant d autre itérations. Cette méthode globale sera
nommeée méthode Directe par Moindre Carré Itérative * D.M.C.1.". Nous alons dans le chapitre 3 tester
les performances de cette méthode utilisant les trois représentations avant de se prononcer pour une
représentation adéquate.

X. CONCLUSION :

Ce chapitre est une extension des travaux de Bouleria [31]u laboratoire
Signaux et Systemes, dans la synthése des filtres numériques dans I’ espace discret des
coefficients, concernant les méthodes RA et DMC dans les représentations en virgule
fixe et en virgule flottante. Nous avons montré que I’ utilisation de la représentation
Sdpd dans la méthode RA comparativement a Vfx et Vfl, a permis un gain acceptable
en complexité algorithmique mais avec une grande perte de performances. Tandis que
pour la méhode DMC dans Sdpd, nous avons constaté une grande perte de



performances pour un temps de calcul identique a celui de Vix et Vfl. De plus, les
performances de la méthode PMCQ par arrondissement sont, en général moindres que
ceux de DMC pour un temps de calcul au moins égal.

A ce propos dans la suite de ce travail, nous allons améliorer la qualité des
résultats de la méhode DMC en goutant une approche itérative, et réduire la
complexité agorithmique de RA utilisant la représentation Vfx en effectuant une
nouvelle stratégie de branchement.
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Chapitre I11
METHODE DIRECTE PAR MOINDRE

CARRE ITERATIVE
‘D.M.CI’

VIIl. INTRODUCTION :

Il a éé montré dans le chapitre précédent que la méhode D.M.C. est trés
rapide dans la synthese des filtres numériques, seulement, les résultats obtenus sont
moins performants par rapport a ceux de la recherche arborescente. A ce propos,
une nouvelle méthode nommeée «méthode d  optimisation Directe par Moindre Carré
Itérative ‘D.M.C.I." » est présentée dans ce chapitre, afin d’améliorer les résultats
obtenus par la méthode DMC dansle sensdel’ erreur quadratique moyenne.

La méthode D.M.C.I. que nous proposons ci-dessous, est basée sur une
approche itérative qui améliore les résultats de DMC. Cette approche constitue un
algorithme annexé a la fin de celui de DMC. |l effectue une recherche exhaustive de
la meilleure solution dans le sens de Ems dans un sous espace discret de rayon
prédéfini autour de chague coefficient en plusieurs itérations.

Avant d exposer la démarche de cette nouvelle méthode DMCI, une étude
mathématique de I’ espace discret et de ses caractéristiques, basée sur les travaux de
Lim [14], a été menée dans ce chapitre. Ensuite, nous proposons des exemples afin de
tester les capacités. Nous avons nommé par ‘optimisabilité’, la possibilité d’améiorer
les performances des filtres. Ce terme a éé introduit dans la littérature scientifique par
Lim[14].

IX. OPTIMISABILITE DISCRETE:
1.L1. POSITION DU PROBLEME:

Dans [14], Lim a introduit, le concept d’ optimisabilité discréte qui sert a la
mesure du gain en qualité des résultats par une optimisation discréte comparée a la
simple quantification des coefficients obtenus par Parkss Mc Clellan. Nous
introduisons ce concept dans la suite de notre travail pour mieux expliquer la
démarche de la méthode DMCI. A ce propos, nous donnons la notion de base de
I" optimisabilité discrete dans le sens de Ems.

Soit la réponse en fréquence H(e™) d’un filtre RIF a phase linéaire de longueur
N exprimée en fonction trigonométrique de la fréquence w. En omettant le facteur de
phase linéaire €D 3 partir de I’eq. 25, la réponse en fréquence pour le cas de
filtre 1 (réponse impulsionnelle symétrique et N impaire ) est donnée par:

H(e"Y) =a(0)+ 2. 5_ an) coswn. (50)
e h(n) = a((N-l)/2n-_r(;) = h(N-1-n). (51)
avecn=0, 1, 2, ....... , %

L’ extension aux autres cas de filtres peut étre faite facilement. Le probleme de
la conception de filtre est d obtenir les coefficients a(n) telle que H(E™) soit la
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meilleure approximation dans le sens de Ems de la fonction désirée Hy(€") dans les
bandes passante et atténuee.
Alors que lavaleur de H(€") est sous les contraintes suivantes :

H(e"™) £ Hp(e")+ dk(e") (52.8)
H(E™ 3 Hp(e"™) - dk(e™) (52.b)

ou dk(e") est la tolérance ( la différence maximale entre H et Hp permise par
I"utilisateur du filtre dans la bande passante et la bande
atténuée).

La raison du probleme de conception de filtre numérique dans un espace a
longueur de mot finie ‘Im’ est I’ gjustement de lataille des coefficients a(n) a‘Im’ bits
tout en respectant les contraintes (52). Dans ce contexte, un autre critére est possible
pour |’ optimisation de a(n) est de réduire la puissance de |’ erreur de sortie de Fig.35.

H(E™)

V() « V(") - e(n)
« E(E")

]
I Ho(e")

Fig. 35 Schéma synoptique de la minimisation de la puissance de |’ erreur

Dans cette figure, v(n) et e(n) sont respectivement, le signal d'entrée et le
signal erreur. V(é") et E(€™) sont respectivement les spectre de fréquence de v(n) et
e(n). Il aété montré que _ _ _

EE€")F = V(E")F.| Ho(e")-H(E")F. (53)

. 2 p -
puisque Eoe(n) b o [EE™)F dw,
n= 0
(54)

alors, minimiser la puissance d erreur de sortie implique la minimisation de I’ erreur
guadratique pondérée ‘J qui S écrit sous laforme :

3=5 W(E"). | Ho(e")- H (€")F dw (55)
0
Avec w(E") = V(EP.
Le facteur | Ho(€"Y)- H (€M7 et W(e"™) peuvent étre interprété respectivement
comme le carré de I’ erreur de la réponse en fréquence et la fonction de pondération de

Ierreur de la réponse en fréguence. L’intégrale (55) peut correspondre a une
sommation comme suit :
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J=3 W(E"). | Ho(e")- H(€")F. (56)
Pour des raisons de simplicité, nous n'avons pas pris en compte la constante de
proportionalité dans (56). En écrivant (50) sous forme de vecteur nous aurons :

| HE") =C(E")' a (57)
Avec C(eM' =[ 1, 2cosw, 2cos2w,......2 cosw(N-1)/2]
Et a =[a0), a(1), ........a(N-1)/2)].

En remplacant (57) dans (56) on aura

J=3 {W(E"). Ho"y —2. W(e"). Ho(e"). C(e™)".a+ W(e™).

a'.c(e").c(e"'.a (58)

XVII. L’objet du travail de ce chapitre est laminimisation de Jen
utilisant la méthode directe par moindre carré itérative qui sera décrite dans le
paragraphe I11. Cette méthode se base sur la notion d’ optimisabilité des
coefficients qui seral’ objet du paragraphe suivant.

I1.2. OPTIMISABILITE DISCRETE DANS LA CONCEPTION DE FILTRE
AU SENSDE L'ERREUR QUADRATIQUE MOYENNE ‘Ems ' :

Dans ce par agraphe, nous présentons la notion d’optimisabilité. Le
principe de base est comme suit.

Apresobtention des coefficients (a(n) avec n :0, 1,...N-1) a précision
infinie par PM C, nousfixonsle premier coefficient (a(0)) a uneautre
valeur loin de son optimum. Cela induit une augmentation de
I”erreur. nous reoptimisons les autr es valeur s des coefficients (a(n)
avecn:1,2,....N-1) pour compenser lavariation delavaleur du
précédent coefficient. Cette erreur diminue. Nous appelons par la
mesur e d’ optimisabilité discréte, la mesur e de changement des autres
valeur s des coefficients dans le but de compenser la fixation dela
valeur du coefficient loin de sa valeur optimale. Ce changement ne
peut pas étre obtenue sans |’ optimisation discr éte. Soit :

a= aopt +q. (59.a)

avec ‘g’ I'erreur commise sur a et ‘aopt’ la valeur optimale de ‘a qui minimise (58).
aopt satisfait I’ égquation :

[& { W(").C(e").C(€") }.aopt=8 {.W(E"). C(€"). Ho(€")}

- . - o (59.b)
et Jopt = {& W(E"). Hp(e")’ }—aopt™[ & {W("). C(e").C(€")"}].a0pt.

(59.c.)

Jopt est lavaleur de J quand a= aopt. Posons
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C=a {W(").c(e™).c(e")". w(")} (60)

‘C’ est une matrice définie positive et symétrique. En remplacant (59) et (60) dans
(58) et en notant par aopt’.C.q=q".C.aopt" on obtient :

FJopt+q'.C.q (61)

Le principe de base pour obtenir une optimisabilité discrete du probléme dans la
conception de filtre peut étre illustré en utilisant un exemple a deux coefficients.

Soit : a=[a(0) a(1)]"

(62.a

et aopt=[aopt(0) aopt(1)]
(62.b.)

En remplagcant (62) dans (61), le contour d’'une valeur donnée de J est une
ellipse comme le montre la Fig. 36 ou J2>J1. Considérons Fig. 36.a. En déplacant la
valeur de a(1) de aopt(1) vers & (1) en gardant a(0) fixe a aopt(0), J augmente de Jopt
vers 2. Si a(1) est fixée a a (1), un processus d optimisation va déplacer a(0) de
aopt(0) vers a (0) pour minimiser J. Considérons a présent Fig. 36.b et Fig. 36.c. En
déplacant la valeur de a(1) de aopt(1) vers a (1), J augmente vers la valeur de J2. En
fixant lavaleur de a(1) ad (1), il est

all] all]
1 b e
o) _f___*'_;?:? ) o
op P i
aoptild) ——— 7~ —F /'L.*'"r,-'}' aoptd] | —
v L + Caty | p(0)
JT_-"'/ | l
{ - | '
| a1 ! : A1)
aopt{1] &[] aopt[1] al]

@ (b)
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al)
J2

aopt[d]
|

3 (1]

aopt(1] a’l]

(0)
Fig.36 les contourselliptiques de J

clair quaucun processus d' optimisation ne peut choisir une valeur de a(0) pour
réduire la valeur de J, car la valeur optimale de a(0) pour n'importe quelle valeur de
a(1) est aopt(0). L’ effet de déplacer la valeur de a(1) de son optimum ne peut étre
compense en changeant la valeur de a(0).

Apres observation de la fig. 36, nous concluons qu’un probleme de compensation de
filtre possede une faible optimisabilité discréte si

- Lesaxes principaux des contours elliptiques de J ont une longueur égale «cercle »
(Fig.36.c).

- Les axes principaux des ellipses sont paralléles aux axes de a(0) et a(1l) (Fig.
36.b).

En général, (61) peut étre écrite comme suit :
FJopt+ q".M.SM.q (63)

Avec

S matrice spectrale (matrice diagonale dont les éléments sont les valeurs propres de
C).

M : matrice a modele normalisée ( matrice dont les colonnes sont |es vecteurs propres

normalisés de C).

Equation (63) montre que les racines carrés des valeurs propres de C sont les
longueurs des principaux axes de I'élipse. Les ééments des vecteurs propres
normalisés de C sont les directions cosinusoidales des principaux axes. De la, nous
concluons que la conception de filtre posséde une faible optimisabilité discréte si
- Lesvaleurs propres de C sont égales.
- Une grande portion des éléments de M sont soit ‘0" soit ‘1’.

Comme cas spécial de ce probleme, nous avons W(€™) =1. Nous avons C
matrice diagonale, et les valeurs de tous les éléments de M sont soit ‘0" soit ‘1’. Ce
qui veut dire que les axes principaux de I’ éllipse sont paralleles aux axes de ‘a, dans
ce cas la solution optimale discréte est I’ arrondi P.MC.Q. [14].



Nous nommons par DMCI, Ce processus d optimisation de filtres. La
démarche principale de cette méthode est décrite dans le paragraphe suivant.

1. OPTIMISATION PARD.M.C.I.:
[11.1. INTRODUCTION :

Il a éé montré dans [31] que laméthode ‘D.M.C." est plus rapide que la
méthode ‘R.A.’. La méthode effectue un calcul séquentiel des coefficients du filtre
dans un ordre bien déterminé. |1 a été auss montré que les performances des filtres
congus par cette méthode DM C ne sont pas garanties a étre égales a ceux de la
méthode RA. La solution obtenue peut étre un optimum local ‘O.L.". Nous rommons
par optimum local la solution pouvant étre améliorée.

Notre propos dans ce chapitre est de présenter une nouvelle approche qui
exploite la rapidité de la convergence de la méthode ‘D.M.C.’ et permet de concevoir
des filtres approchant les performances obtenus par la méthode ‘R.A.’.

En méme temps, nous nous proposons de palier aux deux inconvénients suivants :

I"influence du premier coefficient calculé dans la méhode DMC sur les
performances du filtre obtenu ains que I'ordre dans lequel sont calculés les
coefficients.

Le temps de calcul prohibitif de la méhode RA lorsque la longueur du filtre est
supérieure a 8 pour une longueur de mot machine supérieure a 8 bits [31].

A ce propos, hous avons éaboré la méthode Directe par Moindre Carré Itérative
‘D.M.C.I." qui permet d'améliorer la précision des résultats de la méthode ‘D.M.C.’
en effectuant avec plusieurs itérations une recherche exhaustive autour de la solution
calculée au moyen de la méthode ‘D.M.C." en se basant sur |’ optimisabilité discréte
des coefficients.

I11.2. DESCRIPTION DE L’ALGORITHME:

Nous donnons I'agorithme précédent sous la forme d’ un schéma simplifié
dans lafigure 37 ci-dessous.

M ét Coefficients de A p p r OCh e Coefficients

de o 1 Amdéiarant lec

DMC DMCI

Chaine Itérative sur les Précédents Résultats

(Coefficients)
Fig.37. Schéma Représentatif de la Méthode D.M.C.I.
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L’ algorithme de cette méthode ‘D.M.C.I." se subdivise en deux parties (Fig.37) :
. La premiére partie représente |’algorithme de la méthode ‘D.M.C." définie par
[31],[32], ou un calcul séquentiel des coefficients est effectué.
La deuxieme partie représente une méthode itérative qui est basée sur
I’amélioration des résultats obtenus dans la premiére partie (méthode DMC) aprés
‘It’ itérations, en faisant le balayage des valeurs discrétes dans un espace de rayon
‘v’ centré par le coefficient de départ ( coefficient calculé par DMC).
Pour des raisons de simplicité pour expliquer la méthode, nous choisissons
I"exemple simple suivant :
Le calcul d'un filtre de longueur de deux (deux coefficients) {h(0), h(1)} dans
un espace discret constitué de ‘va' valeurs admissibles.

Les éapes de laméthode ‘D.M.C.I." sont les suivantes :

1- Au début, nous utiliserons la méthode ‘D.M.C.’ [32] pour le calcul des coefficients
hdmc(0) et hdmc(1). L’ erreur Ems du filtre calculé par rapport au filtre idéal est de
Edmc.

Posons Er=Edmc.

2- Nous fixons le coefficient hdmc(0) et nous varions le coefficient hdmc(1) dans un
intervalle contenant 2 fois ‘v’ valeurs centré autour du coefficient hdmc(1).

3- A chague solution discréte, nous calculons I’ erreur quadratique moyenne Edmci.
Si Edmci < Er, nous sauvegardons les coefficients correspondants soit { hdmc(0),
hr(1)} ,on pose dors Er = Edmci.

4- Nous fixons le coefficient hr(1) et nous varions cette fois-ci le coefficient hdmc(0)
dans un intervale contenant 2 fois ‘v’ valeurs centré autour du coefficient
hdmc(0). (‘v’ est un nombre de valeurs admissibles inférieur a‘va).

5 A chague solution discréte, nous calculons I erreur quadratique moyenne Edmci.
S Edmci < Er, nous sauvegardons les coefficients correspondants soit {hr(0),
hr(1)} et on pose Er = Edmci.
Les étapes 2-5 sont refaites en plusieurs itérations *It’, jusqu’a ce que |’ erreur Er n’est
plus modifiée. Ains les coefficients finaux { hdmci(0), hdmci(1)} sont obtenus par la
méthode ‘D.M.C.1.".

Le choix du rayon ‘v’ est expérimentale, il dépend du nombre des valeurs
admissibles dans I'espace discret, de la longueur du filtre et de la représentation
binaire. Dans les exemples qui suivent, la valeur maximale de ‘v’ constitue le quart de
I”ensemble des valeurs admissibles.

111.3. ORGANIGRAMME:

Nous avons le fonctionnement de la méthode DMCI dans |’ organigramme

suivant.
DFRUT

L ecture des spécifications du filtre
7
Calculer les coefficients h(n) par la
méthode D.M.C. avec I'erreur Edmc
¥
it=1, p=1 , Edmci=Edmc. 85

N
[ 4




Non

XVIII. Oui
Non
Oui
Non
XIX.
Oui
Non
Oui

Fig. 38. Organigramme de la méthode D.MC.I.
Dans cet organigramme, nous avons utilisé les indices suivants :

2. v : le nombre de valeurs que va prendre le coefficient en balayage dans son
scrutin du filtre optimal.

Niter : le nombre d’itérations de cet agorithme.

h(n) : le vecteur des coefficients du filtre & réaliser.

n : indice du coefficient.



N : longueur du filtre.

it : indice de lavaeur d'itération.[1, 2,.....Niter]

p : pointeur du numéro de coefficient dans le vecteur h(n).

Edmc : erreur quadratique moyenne minimale du filtre optimal trouvée par la
méthode DMC.

Edmci : erreur quadratique moyenne minimale du filtre optimal trouvée par la
méthode DMCI.

Ex : erreur quadratique moyenne pour un filtre quelconque de vecteur h(n)

trouvée
par la méthode DMCI.

I11.4. ETUDE DE L’OPTIMALITE DES COEFFICIENTS:

L’inconvénient de la méthode DMC correspondant a I’ ordre dont lequel sont
considérés les coefficients, persiste dans la méthode DMCI, mais d'une fagon
moindre. De plus, cette méthode DM CI, comme DMC, est basée sur une optimisation
d' un coefficient a la fois, alors, la dépendance des coefficients et leur compensation
mutuelle pour retrouver la réponse en fréquence de meilleure approximation dans le
sens de I’ erreur Ems ne sont pas totalement considérées.

Ces deux problémes influent d’ une fagon directe sur les performances de la
méthode DMCI d'ou les performances de la méthode RA ne sont pas atteintes d’une
maniére permanente. La stabilité de |’ erreur quadratique moyenne aprés un certain
nombre d'itérations a une vaeur fixe n'implique pas d’'une fagon générale, que la
solution finale soit égale a celle de la méthode RA. A |’ exception des travaux de Lim
[14] concernant |’ optimisabilité de la solution, une étude théorique sur |’ optimalité
des résultats s avére trés difficile & mettre en ceuvre.

Par ailleurs, une étude statistique a été menée sur plusieurs centaines de filtres
afin de mettre en relief les performances de la méthode DMCI. Le repere de
comparaison est la méthode de recherche arborescente R.A. en raison de la garantie de
ses performances. Pour cette raison, les filtres que nous avons considérés sont ceux de
longueur inférieure a ou égal 8, dans un espace discret alm £ 8 bits.

Les filtres pris en compte sont de spécifications différentes et diverses.
L’ étude statistique a montré que 98 % des cas traités par DMCI permet de retrouver
les mémes résultats de RA avec un temps de calcul allant jusqu’a 36000 fois plus
petit. Puisque la méthode R.A. est prohibitive pour N > 8 et Im > 8 hits, cette étude
statistique ne peut pas étre confirmeées pour tous les cas de filtres.

L’ éude heuristique a montré que la méthode DMCI possede une convergence
rapide. A titre d'exemple, pour montrer les performances de la méthode D.M.C.I.,
nous avons choisi de donner les exemples dans le paragraphe suivant.

V. RESULTATSDESFILTRESPARLA METHODED.M.C.I.:

Un ensemble de 4 filtres typiques RIF a phase linéaire passe bas, repérés par les
numeéros de 1 a 4, ont été choisis parmi des centaines de filtres avec lesquels la
méthode DMCI a été testée. Pour une éude comparative significative avec les
méthodes RA et DMC, nous avons choisi des filtres dont les spécifications sont
identiques a ceux du chapitrell.
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L’intérét de cetravail est d’ étudier la qualité de sortie ( précision | complexité
algorithmique) de DMCI dans les différentes représentations binaires, comparé a celui
de RA et DMC.

IV.1. FILTRE1:

N=8.
Im = 8 bits.
wp = 0.159.
ws = 0.295.
La synthese du filtre chois, nousadonnélesrésultats qui sont

groupés dans les tableaux suivants :

D.M.C.I. D.M.C. P.M.C.Q.

RA.

Ems | Emp Ema | Tps |V | It | Ems Tps Ems Tps Ems | Tps

Vix | 0.0319| 0.084 | 0.089 | 1.1s.|10| 4 [ 0.0330| 0.05s. | 0.0358 | 0.05s. | 0.0319 | 26 h.

Vfl 10.0320 | 0.100 | 0.060 | 0.8s.{10| 4 | 0.0374 | 0.05s. [ 0.0392 | 0.05s. [ 0.0320 | 18 h.

Sdpd | 0.1270| 0.320 | 0.210 | 0.5s.| 4 | 1 |0.1270]| 0.05s. | 0.1270| 0.05s. |0.1270 | 12 s.

Tableau 21 : Représentation de I’ erreur quadratique moyenne par les quatre méthodes DMCI, RA,
DMC et PMCQ danslesdifférentes représentations sur Im =8 hits.

Coeff. Defiltre Vix Vil Sdpd
delongueur 8 | D.M.C.I. | PM.C.Q. DM.CI. | PM.C.Q. | D.M.C.I.|P.M.C.Q.
h(0) =h(7) -0.0546875 | -0.0625000 | -0.05468750 | -0.06250000 0 0
h(1)=h(6) -0.0390625 | -0.0468750 | -0.03515625 | -0.05078125 0 0
h(2) =h(5) 0.1640625 | 0.1718750 | 0.17187500 | 0.17187500 | 0.125 0.125
h(3)=h(4) 0.4140625 | 0.4140625 | 0.40625000 | 0.40625000 | 0.375 0.375

Tableau 22 : Tableau de coefficients du filtre retrouvé par DM CI achague représentation sur Im=8 hits.

Le tableau 21 présente I’ erreur du filtre congu au moyen des méthodes DMCI,
DMC, RA, et PMCQ par arrondissement dans les représentations Vfx, Vil et Sdpd.
Sur ce tableau, nous avons présenté I erreur quadratique moyenne avec le rayon ‘v’ du
sous espace discret et le nombre d'itérations ‘It’" nécessaire pour |’ obtention de tels
résultats. Les résultats de DM CI sont meilleurs en performances et en temps de calcul
gue ceux de la méthode PMCQ
Nous remarguons que la méhode DMCI a permis daméiorer les

performances de la méthode DMC et que I'erreur quadratique moyenne du filtre
concgu est identique a celle de méthode RA dans toutes les 3 représentations. Le temps
de calcul correspondant est de 80000 fois plus petit en Vfx et Vfl et 24 fois plus petit
en Sdpd. Si hous comparons la qualité de sortie (Ems | tps) pour les deux méthodes
RA et DMCI nous aurons ce qui sulit :

Pour RA nous avons (0.0319|26h), (0.0320|18h) et (0.127|12s) respectivement en

VX, Vfl et Sdpd. Nous constatons |'algorithme dans la Sdpd présente la

convergence la plus rapide a précison moindre, tandis qu'en Vfx, il a la

convergence la plus lente pour la plus grande précision.

Pour DMCI nous avons (0.0319]1.1 s), (0.0320[0.8 s) et (0.127|0.5 9

respectivement en Vfx, Vfl et Sdpd. Nous constatons I’ algorithme dans la Vx

présente la plus faible erreur Ems a un temps acceptable, les résultats de RA sont

retrouvés apres un temps de calcul tres petit. Nous recommandons I’ utilisation de

cette représentation VIx pour de bons résultats.




Le tableau 22 présente les coefficients des filtres congus par les deux méthodes
DMCI et PMCQ dans les trois représentations binaires, d’ ou nous avons schématisé

I"alure d’ amplitude des filtres correspondants dans les figures suivantes :

Amplitudes

Ampliudes

1.4

1.2

0.8

0.6

0.4

0.2

1.4

1.2

0.8

0.6

0.4

0.2

1.4

1.2

0.1 0.2 0.3 0.4

0.5
fréquences normalisées
Fig.39. DMCI et PMCQ en représentation Vfx sur Im = 8 bits
-+-:D.M.C.I. V&l
-0-:P.M.C.Q. )
R i
1 1 1 |
0.1 0.2 0.3 04 0.5

fréquences normalisées
Fig.40. DMCI et PMCQ en représentation Vfl sur Im = 8 bits

T T

+-D.M.G.I. Sdpd

-0-:P.M.G.0Q.



Fig.41. DMCI et PMCQ en représentation Sdpd sur Im = 8 bits

Suivant ces trois figures, nous remarquons que les filtres en Sdpd de DMCI et
PMCQ sont superposés et présentent la plus grande valeur des erreurs Ema et Emp,
tandis que les filtres en Vfx et Vfl soient équivalents.

IV.1. FILTRE 2:

N=8.

Im = 16 bits.
wp = 0.159.
ws = 0.295.

Lasynthesedu filtre chois, nousa donnélesreésultats qui sont
groupés dans les tableaux suivants :

D.M.C.I. D.M.C. P.M.C.Q. RA.

Ems | Emp Ema | Tps | V| It | Ems Tps Ems Tps Ems | Tps
Vfx |0.0314|0.0912 | 0.0763 | 38s.|40| 5 | 0.0331|5.70s. | 0.0374 | 12.09s. | -------- | -------
Vfl 10.0316 |0.0846 | 0.0816| 27s.|40| 5 | 0.0331|3.85s. | 0.0374| 7.52s. | -------- | -------
Sdpd | 0.0447 | 0.0711|0.1498 | 5s. |10| 5 | 0.0452 | 0.66s. | 0.0624 | 2.09s. | -------- | -------

Tableau 23 : Représentation de I’ erreur quadratique moyenne par les quatre méthodes DMCI, RA,
DMC, et PMCQ dans les différentes représentations alm=16 bits

| Coef. dufilt. | Vix Vil Sdpd




de long. 8 D.M.CI. | PM.C.Q. D.M.C.I. P.M.C.Q. D.M.C.I. |P.M.C.Q.

H(0) =h(7) |-0.05520629 | -0.06198120 | -0.05467224 | -0.0619964 | -0.0468750 |-0.0620117
H(1)=h(6) |-0.03820800 | -0.04998774 | -0.04130554 | -0.0499877| -0.0546875 | -0.0468750
H(2) =h(5) | 0.16778564 | 0.17230229 | 0.16680908 | 0.1723022 | 0.1562500 | 0.1875000
H(3)=h(4) | 0.41006469 | 0.41091918 | 0.41162109 | 0.4108886 | 0.4375000 | 0.4375000

Tableau 24 : Tableau de coefficients du filtre retrouvé par DM CI a chaque représentation sur Im=16
bits.

Le tableau 23 présente le temps de calcul et les erreurs Ems des filtres congus
avec les méthodes DMC, DMCI et PMCQ dans les trois représentations binaires.

La méthode R.A. n’est pas réalisable pour les représentations VX, Vfl, et Sdpd sur Im=16 bits
a cause du temps de calcul prohibitif. C'est pourquoi, les cases qui y correspondent sont en pointill€.A
partir du tableau 23, nous remarquons que DMCI a permis d’ améliorer les performances de DMC dans
un temps 7 fois plus grand. La qualité de sortie (Emsjtps) en représentation Sdpd est ( 0.0447|246h).
Comparés aux résultats du filtre 1 ol la configuration est sur 8 bits, nous constatons que seulement en
représentation Sdpd il y a une nette amélioration en performances, tandis que dans les représentations
Vfx et VTfl, cette amélioration n’est pas trés grande vu le grand changement du temps de calcul. Nous
ne pouvons pas confirmer que les meilleurs résultats soient obtenus, mais nous pouvons affirmer que la
méthode D.M.C.l. dans une représentation binaire Vfx a permis de concevoir le meilleur filtre dans le
sens del’ erreur quadratique moyenne.

L es coefficients du tableau 24 nous menent a avoir les figures suivantes :
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Fig.42. DMC, DMCI et PMCQ en représentation Vfx sur Im = 16 hits
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Fig.43. DMC, DMCI et PMCQ en représentation Vfl sur Im = 16 bits
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Fig.44. DMC, DMCI et PMCQ en représentation Sdpd sur Im = 16 bits
Suivant ces trois figures, nous remarquons que la réponse en amplitude du
filtre de PMCQ en Sdpd sorte du gabarit défini par celle du filtre de DMCI. Ces deux
filtres présentent les plus grandes valeurs des erreurs Emp et Ema.
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Afin de valider les résultats retrouvés dans ces deux exemples précédents,
nous allons effectuer deux autres exemples ou nous testerons la méthode sur des
filtres de longueur plus grande et dans un espace discret de longueur de mot plus
grande.

IV.1. FILTRE 3:

N=16.

Im = 8 hits.
wp=0.1.
ws=0.25.

Pour des raisons de complexité (la méthode RA ne peut pas concevoir des
filtres d’ ordre N>8) nous nous contenterons de comparer les résultats seulement du
DMCI, DMC et PMCQ.

La synthése du filtre chois, nousa donnélesrésultats qui sont

groupés dans les tableaux suivants :

D.M.CLI. D.M.C. P.M.C.Q.
Ems Emp | Ema | Tps |V | It| Ems Tps Ems Tps
Vfx [ 0.0160 | 0.0168 | 0.0552 | 1.2s.| 10| 4 [ 0.0293 | 0.05s. | 0.0120| 0.05s.
Vil |0.0154|0.0355({0.0607| 1s. (10| 4 [0.0186| 0.05s. |{0.0189| 0.05s.
Sdpd | 0.1285] 0.1397 | 0.3535| 0.5s.| 5| 10.1285| 0.05s. |0.1428| 0.05s.
Tableau25 : Représentation de I erreur quadratique moyenne par les trois méthodes DMCI, DMC et
PMCQ dans les différentes représentations sur Im =8 bits.
Coef. defilt. VX VTl Sdpd
delong. : 16 | D.M.CL.I. P.M.C.Q. D.M.C.I. P.M.C.Q. D.M.C.I.|P.M.C.Q.
H(0) =h(15) 0 0.0078125 | -0.00195312500 | 0.0087890625 0 0
H(1)=h(14) | 0.0078125 | 0.0156250 | 0.00732421875 | 0.0126953125 0 0
H(2) =h(13) | 0.0078125 |-0.0078125| 0.00439453125 | -0.0068359375 0 0
H(3)=h(12) |-0.0234375|-0.0390625 | -0.02734375000 | -0.0429687500 0 0
H(4)=h(11) |-0.0546875 | -0.0468750 | -0.04687500000 | -0.0429687500 0 0
H(5)=h(10) | 0.0234375 | 0.0468750 | 0.02539062500 | 0.0429687500 0 0
H(6)=h(9) | 0.1953125 | 0.2031250 | 0.18750000000 | 0.2031250000 | 0.125 0.250
H(7)=h(8) | 0.3515625 | 0.3281250 | 0.34375000000 | 0.3437500000 | 0.375 0.375

Tableau 26 : Tableau des coefficients du filtre obtenu par DM CI et PMCQ a chaque représentation sur

Im=8 hits.

Le tableau 25 présente le temps de calcul et les erreurs Ems des filtres congus
avec les méthodes DMC, DMCI et PMCQ dans les trois représentations binaires.
Les mémes remarques faites aux exemples 1 et 2 sont vérifiées pour ce cas de filtre. Les

filtres de DMCI sont de meilleures performances par rapport a DMC et PMCQ, sauf en représentation
Vfx o Ems en DMCI est plus grande que celle en PMCQ. Cet exemple est un cas parmi d' autres oul le
pas uniforme de la représentation en virgule fixe peut étre néfaste lors de la synthése dans |’ espace
discret. Par conséquent, on est attrapé par un optimum local dont on ne peut s'en sortir. Comme
remarqué dans le tableau 26, cela est du au coefficient h(7) qui est différent. Le choix de ce coefficient
est déterminant dans le calcul des autres coefficients. Parmi les filtres congus, celui de PMCQ en
représentation Vfx présente la plus faible Ems & un temps de calcul tres petit.Les coefficients du
tableau 26 nous menent aavoir lafigure suivante:
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Fig.47. DMC, DMCI et PMCQ en représentation Sdpd sur Im = 8 hits

Comme dans les figures des exemples précédents, nous remarquons que le
filtre de PMCQ en Sdpd sort du gabarit prescrit par celui de DMCI, et que ces deux
filtres présentent les erreurs Emp et Ema les plus grandes. Tandis que les filtres de
DMCI et PMCQ en vfx possedent une erreur Ema et Emp la plus petite.

IV.4. FILTRE4:

N=56.
Im = 16 bits.
wp = 0.318.
ws=0.371.
Dans cet exemple nous alons aussi présenter les résultats et les coefficients des filtres de

Parks—Mc Clellan avec des coefficients a précision infinie que nous notons par PMC.
Nous avons obtenu les résultats qui sont groupés dans les tableauix suivants :

D.M.C.I. D.M.C. P.M.C.Q. P.M.C.

Ems Emp |[(Ema |Tps |v |It |[Ems Tps Ems Tps Ems
Vix [0.0013 | 0.0028 |0.0083 | 164 s {40 |4 |0.0082 |2.92s. [0.0015 | 7.41s. | 0.0015
Vfl {0.0013 | 0.0034 |0.0059 | 162s [40 |4 |0.0083 | 3.07s. [0.0015 | 4.18 s. | 0.0015
Sdpd | 0.0108 | 0.0602 {0.0489 |40s. |10 |4 |0.0161 |1.32s. |0.0119 [ 0.94s. | 0.0015

Tableau27 : Représentation de |’ erreur quadratique moyenne des méthodes DMCI, DMC, PMCQ et
PMC) danslesdifférentes représentations alm =16 bits.

Dans cet exemple nous avons testé les capacités de la méthode DMCI pour des filtres de
longueur supérieure (N=56) et dans un espace discret a mot machine relativement grand (16 bits). Nous
n'avons pas représenté les coefficients des filtres congus a cause de leur nombre important (56
coefficients). Le tableau 27 présente le temps de calcul et les erreurs Ems des filtres congus avec les
méthodes DMC, DMCI, PMC et PMCQ dans les trois représentations binaires. Les mémes remarques
faites aux exemples 1, 2 et 3 sont vérifiées pour ce cas defiltre. Les filtres de DMCI sont de meilleures
performances par rapport aDMC, PMCQ et méme PMC, dansles 3 représentations. Les coefficients de
PMC sur précision infinie sont entachés des erreurs due a la représentation et les approximations
numeériques (addition, multiplication...etc), par conséquent les coefficients de DMCI obtenus dans
I" espace discret sont de meilleures approximation dans le sens de Ems. L’intérét de cet exemple n’est
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pas d'assurer que la méthode D.M.C.l. est optimale, mais au moins meilleur que P.M.C. sans

quantification.
A partir de cesrésultats, nous avons obtenus les filtres représentés dans les figures suivantes :
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Fig.50. DMC, DMCI et PMCQ en représentation Sdpd sur Im = 16 bits

Dans les figures 48 et 49, nous n'avons pas représenté le filtre de DMC pour
éviter I’encombrement des schémas, puis la distinction entre les figures s avére
difficile. Nous remarquons que les filtres congus en Vfx et Vfl présentent la plus
faible erreur minmax dans les bandes BP et BA.

Dans le paragraphe suivant, nous alons effectuer une éude comparative des
résultats obtenus dans ces quatre exemples en fonction de I’ utilisation de la méthode
et de la représentation

V. COMPARAISON DE LA METHODE DMCI AVEC RA, DMC ET
PMCQ:

D’une maniere générale, en observant les résultats des quatre exemples
considérés, nous remarquons que la méhode DMCI dédivre de meilleures
performances dans un temps de calcul acceptable. Pour le premier exemple, nous
constatons que les résultats de DMCI sont identiques a ceux de RA a un temps de
calcul beaucoup plus petit. Pour les autres exemples ou la conception des filtres
numériques par la méthode RA est prohibitive a cause du grand nombre d’ opérations
nécessaires, les résultats de la méthode DMCI sont meilleurs que ceux de DMC et
PMCQ.

Le temps de calcul de la méthode DMCI est plus grand que celui de DMC et
PMCQ, mais demeure trés acceptable.

Nous constatons que dans tous les cas, la méhode DMCI a permis d’ améliorer
les performances de la méthode DMC, pour donner des résultats meilleurs que ceux
de PMCQ. Soit ‘T’ lerapport qui S exprime de la maniere suivante :

temps decdcul deD.M.CL.I.
temps decdcul deP.M.C.Q.

T(rapport de calcul) = (64)

D’une maniere générale, le rapport de calcul n'a pas une valeur constante,
mais il dépend du nombre d'itérations adéquat ‘It’ et du rayon du sous espace discret
‘v’ nécessaire a une bonne optimisation de filtres numériques. En concerne les
exemples précédents, ce rapport varie entre 2 et 100.

Afin de mieux interpréter ces résultats, nous avons effectué une étude
statistique sur plusieurs centaines de filtres de longueurs différentes et dans des
espaces discrets de longueurs de mot.
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Fig.51. Représentation de Ems et Tps des méthodes DMCI DMC et PMCQ en Vfx en fonction de Im et
N.

Les figures 51(a, b, ¢, et d) présentent les résultats de I’ erreur Ems et le temps
de cacul tps des méthodes DMC, DMCI, et PMCQ sur plusieurs filtres représentés
avec la

représentation Vfx, en fonction de la longueur du filtre et de la longueur du mot Im.
Dans tous les cas, laméthode DMCI a été effectuée avec

v = entier (va/10) ou vaest le nombre de valeurs admissibles sur Im
et It=4.



Nous remarquons de ces figures que la méhode DMCI a procuré les meilleurs
performances a un temps de calcul plus grand que celui de DMC et MCQ mais
demeure acceptable. Le temps de calcul augmente plus avec Im qu’avec N. tandis que
Ems de DMCI diminue quand N et Im augmentent.

Afin de voir I'influence de la représentation sur I’ utilisation de la méthode
DMCI, une éude dsatistique a éé meree sur plusieurs filtres avec chaque
représentation dans le paragraphe suivant.

VI. ETUDE DU CHOIX DE LA REPRESENTATION EN UTILISANT LA
METHODE DMCI :

Pour une étude comparative du choix de la représentation binaire pour
I"utilisation de la méhode DMCI, une étude statistique a été menée sur plusieurs
centaines de filtres. Les résultats correspondants ont été relevés dans les quatre figures
suivantes. Nous avons représenté les résultats de I'erreur Ems et du temps de calcul
tps de I’agorithme de DMCI dans les trois représentations Vix, Vil et Sdpd en
fonction de N et Im.
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Fig.52. Représentation de Ems et Tps de |la méthode DMCI dans les représentations VX, Vfl et Sdpd
en fonction deIm et N.

De ces figures (52), nous remarquons que la méthode DMCI dans la
représentation Vfx a procurée les meilleurs performances tandis que le temps de calcul
est le plus gand. La représentation Sdpd a procuré le temps de calcul le plus petit
mais de performances moindres. La représentation Vfl a présenté de bonnes
performances a un temps de calcul acceptable se situant entre celui de Vx et de Sdpd.

Le choix de la représertation dépend des spécifications (Emsjtps) requises.
Puisque la méhode DMCI a une convergence algorithmique acceptable, nous
recommandons |’ utilisation de Soit Vfx ou Vfl.

VIlI.  CONCLUSION :

Dans ce chapitre, nous avons proposé I’ agorithme nommé DMCI qui utilise
une nouvelle approche qui consiste a retrouver les performances de RA et la rapidité
de DMC. A travers quelques exemples nous avons montré que les objectifs recherchés
ont été atteints. Dans I’ exemple 1, nous avons congtaté que la conception d’un filtre &
8 coefficients par la méhode DMCI a donné les mémes performances du filtre de la
méthode RA (Ems=0.0319 en Vfx) dans un temps de calcul 80000 fois plus petit.
L’ éude comparative basée sur les criteres Emsltps que nous avons donné dans ce
chapitre montre que les résultats obtenus peuvent étre considérés comme tres
interressants. Dans les exemples, il a été constaté que les représentations a virgule fixe
et a virgule flottante sont mieux adaptées a DMCI La méthode DMCI est plus lente
gue la méthode DMC avec un temps de synthése trés acceptable mais nettement plus
rapide que la méthode RA, prohibitive pour des filtres de longueur élevée.

Notre recherche actuelle qui entre dans le contexte du chapitre IV, consiste a
améliorer la complexité de cet agorithme RA et cela en faisant une réduction de
I’ espace discret en se basant sur des propriétés mathématiques du modele numérigue.
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ChapitrelV.
METHODE DE RECHERCHE
SEQUENTIELLE ET PROGRESSIVE
‘RSP’

INTRODUCTION :

Dans le chapitre précédent, nous awons éaboré une méthode itérative qui
améliore les résultats de DMC tout en gardant la faible complexité algorithmique. 1 a
été montré que les performances de la méhode RA, pouvant étre atteintes, et ne sont
pas garanties. Par conséquent, notre propos dans ce chapitre est de réduire |’ espace
discret de recherche des coefficients du filtre a concevoir. Nous alons éaborer une
nouvelle méthode qui préserve les performances de la méthode RA et améliore sa
complexité algorithmique. Contrairement au chapitre précédent qui utilise I’ espace
global dans la conception des filtres en utilisant la méthode des moindres carrés, cette
méthode nommée méthode de Recherche Séquentielle et Progressive ‘R.S.P.’ est
basée sur une recherche exhaustive, dans un espace dont le nombre de valeurs est
réduit, susceptible de contenir la solution de meilleure approximation dans le sens du
critere chois (Ems ou Emm). Dans le travail de ce chapitre, nous avons chois la
représentation binaire en virgule fixe a cause de son pas discret uniforme.

. METHODE DE RECHERCHE SEQUENTIELLE ET PROGRESSIVE
‘RSP’ :

Le but de cette méthode est de retrouver les résultats de la méthode de la
recherche arborescente dans un temps diminué (colt meilleur), ceci en réduisant
I’ espace de recherche des coefficients. Afin de comparer les résultats obtenus par
notre méthode a ceux de Park-McClelan, nous avons é&é amenés a choisir le méme

critere d’ erreur qui est celui de Tchebyshev (erreur min-max), puis nous avons étendu
notre méthode en utilisant le critére de I’ erreur quadratique moyenne.

[1.1. IDEE GENERALE :

L’ algorithme RSP se subdivise en deux étapes :
Un_fi_ltre est obtenu avec un pas grand en utilisant R.A. dans le sens du critere
Zhl,(ljtl(?ljl’ du voisinage du filtre obtenu dans I’ étape précédente une autre recherche
est effectuée avec un pas réduit par rapport au précédent.

Cette seconde étape est renouvelée tant que
nous n’avons pas atteint le pas minimal
desire.

I1.2. DESCRIPTION DE LA METHODE:
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Soit a concevoir un filtre numérique RIF a phase linéaire de longueur N dont
la réponse en fréquence H(f) s écrit habituellement sous la forme (29){ chap.1}. Dans
le chapitre I, 1| a é&é montré que I'amplitude de |a réponse en fréguence des quatre cas
de filtres a phase linéaire peut étre écrite sous la forme (32).

Nous posons & = a (k) : laréponse implusionnelle dépendante du cas considéré. Nous
aurons

Pn(f)= & a.cos2pik (65)

k=0

Pn(f) étant la combinaison de fonctions cosinusoidales qui dépende de chaque cas
et ‘n’” est nombre de termes
IN
12
|
}NTl pour N impare e réponseimpulsonn dle symétrique
i
i
|

n

TN+1 L . . . . Y

ITpour N impare et réponseimpulsonn dle antisymétr ique

et a est relative a h, est la séquence décal ée résultante dépendante du cas considéré.
Lafonction Pn (f) est comparée avec I’ amplitude de la réponse de la fréquence désirée
‘D (f)’ au sens de I’erreur minmax, comme il est fait dans le cas de la conception de
filtre RIF a phase linéaire a précision infinie (Eg. 44 dans le chapitre Il). L’ erreur

pondérée d'approximation ‘ Emm’ est donnée par

Emm=min max W(f)|D(f) - B, ()| (66)

(coeita) 1 F

avec
F: I'union digointe des bandes de fréguence d'intérét.

W (f): lafonction de pondération définie sur F.
D (f): I'amplitude de la réponse en fréquence désirée ou idéale.

Utilisant I'Eq. (65) dans|’Eg. (66) donne

n-1
Emm= (wrgfg) max W(f) D(f) - ka:‘oak cos2p fk (67)

L es coefficients du filtre sont restreints a des val eurs discrétes représentables dans un
mot machine de Im bits binaires.
Dans ce qui suit la représentation binaire choisie est la virgule fixe. Nous pourrions
montrer gu’ une extension a d’ autres représentations binaires telles que la virgule
flottante ou la Sdpd peut étre faite trés facilement.
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Considérons le probleme de la conception de filtre avec une contrainte
imposante une limite sur lalongueur du mot du coefficient ‘a’, k= 0,1., N/ 2.
En utilisant la représentation en virgule fixe, nous pouvons exprimer le coefficient
discret ‘a’ comme une combinaison linéaire:

Im-1 .
lacl=a vik2' k=01,N/2. (68)
j=1
ou ‘Im’ est la longueur du mot binaire permise pour la conception de filtre numérique
et ' est I'indice du bit binaire. ‘y; " est une variable bivalente. Elle peut prendre les
valeurs'0' ou'l'.
D'ici, I'amplitude de la réponse en fréquence Pn (f) peut étre exprimée sous la forme

Ll Ig—l .
Pnf)=a s(a VY«2').cos2pfk. (69)

k=0 j=1
ousestlesignede'a’, s(=- 1ou+1).

Nous considérons que dans un mot processeur de longueur ‘Im’ bits, nous ne
pouvons pas utiliser la méthode ‘R.A." pour la synthese de filtre, & cause du temps de
calcul prohibitif di au grand nombre de valeurs admissibles. Par ailleurs, nous
pouvons calculer le filtre numérique a coefficients discrets dans une longueur du mot
plus petite, ‘Imp’ bits binaires avec ( Imp £ Im) , pour un faible nombre de valeurs
admissibles, avec laméthode R.A. ‘&’ peut étre exprimé comme sulit :

Imp-1

o= & Vikom2! k=0, 1,..., N/2. (70)

j=1

aopt). le coefficient relatif au filtre numerique optimal au sens de |’ erreur minmax,
caculé sur une longueur de mot ‘Imp’.
Yi k(opt): Valeur binaire du bit 'j' pour le coefficient ‘acopt) -

Cette solution “agpr) €st prise comme point de départ (solution de départ) par
la méthode que nous présenterons nommé méthode de Recherche Sequentielle et
Progressive 'RSP. Cette méthode se branche a partir cette solution pour la recherche
des ‘N’ coefficients de filtre représentés sur la longueur de mot ‘Im’. Le critere
d erreur utilisé est celui de Chebyshev ‘Minmax’.

Au début, les coefficients ‘acopr) Ont éé calculés sur ‘Imp’ bits (Imp<im) en
utilisant la méhode RA. Puis, nous concevons ce filtre & coefficients discrets sur une
longueur de ‘Imp+1’ bits binaires apres une réduction de I’ espace de recherche relatif
a Imp+1 bits. Cette réduction d'espace s effectue autour des solutions retrouves
précédemment. Graduellement, nous augmentons la longueur du mot (Imp+2, Imp+3,
Imp+4, ....... ) en réduisant a chague fois I'espace discret de recherche jusgu’'a
atteindre la longueur de mot sollicitée 'Im'. Pour chaque étape 'i,' nous définissons la
fonction a plus faible borne Emmy;, qui peut étre écrite comme suit :

(71.8)

coeff.a) 1 F

Emmi(a):(m'n max W(f)‘D(f) - glakCOSZpos
k=0

pour a={ax : k=0, 1,...., N/2},
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en d’ autre terme nous avons :

Emmi(@ =min z (71.b)
avec z= rpla! W(f) |D(f) - glak cosZpfk

k=0
(71.c)

Pour tout & (k= 0, 1,...., N/2), Emm(a) est définie comme la meilleure valeur de la
fonction z.

Emm;(@) = min z (72.9)
sous les contraintes
a’"Eaq" +u k=1,..., N/2
(72.b)
o a’rar-u k=1,..., N/2
(72.c)

U @ intervalle choisi pouvant contenir la solution.

L’ implantation d'une valeur continue sur deux mots de longueurs différentes
en représentation Vfx, ne procure pas nécessairement deux valeurs discretes égales.
Le maximum de la différence entre ces valeurs discrétes est I'erreur de quantification
'+ SB' (least sided bit) di soit a la troncature (xLSB) soit a I’ arrondissement (x1/
2.LSB) (voir chapitre | parag. 111.2).

Par conséquent, nous avons surestimé le 1 a
p=LSB =2(mD) (73)

en remplacant Eq. (73) et Eq. (70) dansEq. (72)

Imp . Img—l )

a Yik2Z'EQ Yikop2 +2MY (74.8)
j=1 j=1

Ig1p . Img—l )

a Yik2® a Vikem2!-20m? (74.)
j=1 j=1

en développant Eq. (74) nous obtenons

Imp- 2 ) Ironp ) Img-z . Imo-1 | 1
a VikowZ+ A ViK' £ A Vikow2+YimpaiomZ TP H+Z MY,
j=1 j=lmp-1 j=1

(75.8)
Imp- 2 . Ignp ) Imp- 2 . mo-1 | 1
a YVikowZ+ A ViK' 2 A Yk HimpicopZ -2,
j=1 j=lmp-1 j=1

(75.b)
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apres simplification, nous aurons :
ylmp-l,kZ'(Imp'l) + YImp.kZ'(Imp) £ YImp-1,k(opt)2(|mp'1)+2(lmpl). (76.9)
YImp-l,kz(Imp-l) + )’lmp,kz_(l mp) 3 ylmp-l,k(opt)z(lmp-l)' o(Imp-2) (76.b)
d'ici, nous obtenons

Vi mp—l,k+YI mp,k 2-1 £ W mp—l,k(opt)"'l (77.&)
Yimp-1ktYimpk 2ts Yimp-1.k(opty 1 (77.b)

Le probleme est restreint a une résolution de deux inéquations avec deux variables
(x1, x2) sous laforme de

alx1+a2 x2 £ bl (78.9)
alx1+a2 x23 b2 (78.b)
(a1, a2, b1, b2) sont des constantes.
al=1,
a2=2",
bl=y,+1,
b2=y,-1.

Ou yp, est la solution précédemment calculée. ( dans ce €as Yp = Yimp-1,k(opt)

A partir de ces deux inéquations, nous avons un ensemble de valeurs discrétes
admissibles dans laquelle nous choisirons le meilleur arrangement (x1, x2) permettant
d’avoir des coefficients qui donnent la meilleure approximation au sens de
Chebyshev.

Cette procédure est séquentiellement refaite pour chague coefficient et a chague étape
de croissarce de la longueur de mot, jusqu’ a atteindre |’ espace discret de longueur de
mot désirée. Notons que cette méthode n'affecte pas la variable bivaente de 1 a 'Imp-
2' bits obtenu par la méthode R.A.. Par conséquent, nous améliorons la précision des
coefficients en gjoutant des bits binaires de ‘Imp-1'" & ‘Im’, afin de mieux définir la
valeur du coefficient.

11.3. ORGANIGRAMME

L’ organigramme de cette méthode R.S.P. peut étre schématisé comme suit :

Début

1. LecturedeN, Im

v
2. Calcul des coefficients h(n) du
filtre par RA dans une longueur de
mot égale almp bits.

L¢

3. Déimiter I'éssous-%paces
discrets autour de chaque
coefficient h(n)

s 105
| 4. 1mp=Imp+1 |
I




Non

Non

Fig. 59. Organigramme de la méthode R.S.P.
I1.4. DESCRIPTION DE L’ORGANIGRAMME:

1.

2.

7.

Lecture des spécificaions du filtre (N, Im, type de filtre, fréquences de
coupure).

Calcul des coefficients discrets de longueur de mot réduite Imp < Im par la
méthode RA. Imp est chois conventionnellement Imp £ 5 bits, car
dépassée cette valeur I’ agorithme de la méthode RA est plus lent.
Définition de Il'intervalle de recherche correspondant a chaque coefficient
précédemment calculé dans un espace discret dont la longueur de mot est
plus grande de un bit.

Ajout almp un incrément de 1 bit.

Calcul des coefficients offrants la meilleure approximation au sens de
Chebyshev en utilisant Eq. (78)

Test sur la longueur du mot : s la longueur désirée Im est atteinte, la
recherche serait arrétée, sinon, nous continuons a partir de 3.

Impression des résultats.

L es caractéristiques principales utilisées par I'algorithme sont décrites ci-dessous :

La stratégie du branchement est relative au point de départ.

La politique de recherche est similaire que dans [8], la technique
utilisée est exhaustive dans I’ espace de recherche défini, la méme que dans
la méthode RA [10].

Pour montrer |'efficacité de I'algorithme que nous proposons, nous alons étudier la
complexité de RSP en nombre d’ opérations par rapport a celle de laméthode RA.

[II.  NOMBRE D’OPERATIONS:

Puisgue le calcul du temps d’ exécution des programmes RSP et RA est relatif et dépend des
spécifications matérielles et logicielles du calculateur utilisé (la fréquence du travail, le logiciel utilisé,
...€tc.), nous avons préféré présenter les programmes en nombre d’opérations sous la forme de
fonctions d’ évaluation ‘ Ny, définies dansle chapitre 1, afin que la comparaison soit plus significative.

Dans ce qui suit, nous alons faire une étude comparative sur le nombre de fonctions
d’ évaluations par les méthodes RSP et RA dans le cas d'un filtre RIF a phase linéaire. La symétrie
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(I"antisymétrie) des coefficients est considérée. |l en découle que dans notre méthode le nombre de
coefficients aretrouver constitue la moitié du nombre total.

I11.1. NOMBRE D’'OPERATIONSDE LA METHODE RA. :

. ) £ . . RA , . .
Le nombre de fonctions dévaluations ‘[, ' necessaire pour le

fonctionnement normal de la méthode RA est calculé comme suit :
S ‘va est le nombre de valeurs admissibles dans un espace discret de
longueur de mot ‘Im’ bits, et ‘N’ |e nombre de coefficients du filtre.

RA _ N/2
N, =va (79)
La représentation binaire choisie est la représentation a virgule fixe. Le nombre de valeurs
discretes ‘va admissibles (positives et négatives) représentables sur Im bits, incluant le bit de signe,
peut étre cal culé comme suit :

va=2™M-1 (80)

en remplacant (80) dans (79) nous obtenons :
Ny =@™1)" (81)
[11.2. NOMBRE D'OPERATIONSDE LA METHODE RSP :

. . . . RSP, , .
Le nombre de fonctions dévaluations ‘N nécessaire pour le

fonctionnement norma de la méthode RSP est calculé pour le méme nombre de
coefficients et dans la méme longueur binaire comme suit.

N fzsp £ (va mp) N/2+(Va| mp+1 (S))N/2+(Va| mp+2 (S))N/Z"' ----------- +(vam (S))N/Z .
(82)

Avec Imp : longueur du mot initiale ou nous utilisons RA.
Vamp . valeurs discretes admissibles sur un mot de longueur Imp ou

Vamp = 2™-1. (83)

Vamp+i(S) : valeurs discréetes admissibles sur un mot de longueur (Imp + i) dans un
sous
espace de sélection ‘s oui est un entier dlantdela‘lm—Imp’.

Puisgue le sous espace discret ‘s’ est le méme pour des longueurs de mot différentes,
aors le nombre de valeurs admissibles est égal.

Vamp+1(9) = Vamp+2(S) =-v ... =vam(9) (84)
Nous avons choisi I'intervalle de recherche égal au + LSB, qui constitue un
bit. Ce bit peut prendre deux valeurs (0 et 1), elles peuvent étre soit positives, soit

négatives(4 vaeurs) plus la valeur médiane (précédemment calculée) on aura en tout
5 valeurs admissibles.
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Vaimp+1(S) = Vaimp+2(9) =......... =vam(s) = 5 valeurs admissibles. (85)

En remplacant (85) et (83) dans (82) nous aurons
Ne € @™-1)"+ (im-Imp).(5)\ (86)

111.3. ETUDE COMPARATIVE DE LA COMPLEXITE ENTRE RSP ET R.A. :

L’ étude comparative de la complexité entre les deux méthodes RA et RSP
nous mene a une comparaison entre le nombre d’ opérations des deux méthodes d' ou
le nombre de fonctions d’ évaluations. A partir de Eg. (81) et Eq. (86) nous avons le
nombre de fonctions d’ évaluations des deux méthodes avec :

NZA — (2Im_1)N/2 .
max( N ) = (2™-1)"+ (Im Imp). ()" (87).

XX. Afind évaluer le gain en temps d’ exécution nous calculons le rapport en
nombre de fonctions d’ évaluations homme ‘ Tra/rsp’ -

XXl Trarse = No /max(Ny ).
XXII.
Traree = ((2™-1) V2)/ (2™-2)N2+ (Im-1mp).(5)?) (88).

Conventionnellement, nous avons choisi :  Im 3 8 bits et Imp £ 5 bits.

De ce principe, nous remarquons que Trarse €St au moins de I’ordre des
centaines méme pour des filtres a faible longueur. Puisque EQ. (88) n’est pas vraiment
significative al’ cal nue, nous donnons un exemple numérique dans le tableau suivant,
avec quelques espaces discrets de longueurs de mot ‘Im’ différentes (8 bits et 16 bits)
afin de comparer la complexité numérique des deux méthodes en calculant a chaque
fois ‘Trarse’. Pour tous les cas, Le filtre chois est un filtre RIF & phase linéaire de
longueur 8.

i RA . RSP .
Im/Imp (bits) N, (fonctions) Max( N, ) (fonctions) TraRRSP
8/3 4228250625 5526 765155
8/4 4228250625 53125 79591
16/3 18445618199572250000 10526 1752386300548380
16/4 18445618199572250000 58125 317343969024899

Tableau 28. Comparaison du nombre de fonctions d’ évaluations d’exécution des
algorithmes RA et RSP pour un filtre de longueur 8 dans des espaces discrets de
longueur s de mot différentes.

A partir de ce tableau, nous remarquons clairement le gain en fonctions
d évaluations en utilisant la méhode RSP au lieu de RA, cela sest effectué aprés
avoir réduit I’ espace discret de recherche, d'ou la diminution du nombre de valeus
admissibles a traiter. Nous donnons dans la figure 60 (a et b) I’évolution du rapport
Trarse en fonction de N ( pour Im fixe) et Im (pour N fixe).
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10¢ * - |m =16 bits ]
0:Im=8hits 1

4 6 8 10 12 14 16 4 6 8 10 12 14
Ionaléeijrdu filtre N lonaueur du mot Im
a
Fig. 60. Représentation du rapport Tra/rsp €n fonction deN (a) et Im (b).

A partir des figures 60, nous remarquons que le rapport Trarse augmente
beaucoup plus avec N gqu’avec Im. Ce rapport est tres grand pour N=16 et Im = 16
bits, ce qui explique la réduction drastique du temps de calcul en utilisant la méthode
RSP au lieu la mé&hode RA. Le paragraphe suivant exploite cet avantage de la
méthode RSP pour des filtres de longueur égale et supérieure a 8.

V. EXEMPLES DE FILTRES CONCUS PAR LA METHODE RSP DANS
LE SENSDE L’ERREUR MINIMAX :

Un ensemble de 4 filtres repérés par les numéros de 1 a 4 choisis parmi
plusieurs centaines de filtres ont été testés par la méthode RSP dans e sens minmax.
Pour une étude comparative efficace, la plupart des filtres choisis ont des
spécifications identiques a ceux du chapitre |1, du chapitre I11 et de [4].

Dans tous les exemples, les filtres considérés sont des filtres R.I.F. a phase
linéaire passe bas appartenants au cas2 (symeétrique et longueur du filtre paire) et au
casl(symétrique et longueur du filtre impaire). Les algorithmes ont été élaborés dans
un calculateur dont la frégquence CPU de travail est de 300 Mhz. Nous avons choisi
de noter par :

IV.1. FILTRE1:

N=8.
Im = 8 hits.
wp = 0.159.
ws = 0.295.
avec Emm : erreur minmax dans BP et BA.
La synthése du filtre choisi nous a donné les résultats qui sont

groupés dans les tableaux suivants :

| R.S.P. | PMCQ | PMC. | RA.
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Emm/!| tes Imp (bits)

Em | tps | Em | Tps| Emm]| ®s
m m

0.0635 | 0.06 3 0.0635| 0.05s [ 0.0576| 0.05s. | 0.0635 | 26 h.
Tableau29 : Représentation de I’ erreur minmax par les méthodes RSP, RA, PMC et PMCQ sur Im =8
bits.
Coefficients de R.S.P. P.M.C.Q. P.M.C. RA.
filtrede

longueur 8
h(0) =h(7) -0.0625000| -0.0625000| -0.0619896831395 | -0.0625000
h(1)=h(6) -0.0468750| -0.0468750 | -0.0499878806747 | -0.0468750
h(2)=h(5) | 0.1718750 | 0.1718750 | 0.1723090749299 | 0.1718750
h(3)=h(4) 0.4140625 | 0.4140625 | 0.4109131351360 | 0.4140625

Tableau30: Tableau de coefficients du filtre obtenu par RSP, RA, PMC et PMCQ sur Im=8 bits.

Le tableau 29 présente la représentation de I’ erreur au sens de Chebyshev pour
les filtres concus par les méthodes RSP, RA et PMC. Le tableau 30 présente les
coefficients correspondants. Nous remarquons, que le filtre concu par la méthode RSP
est identique en performance a celui de PMCQ, mais plus mauvais compare a celui de
PMC dans un temps de calcul plus grand. De plus, nous constatons que la méthode
R.S.P. retrouve les mémes performances que la méthode RA sur la longueur de mot
machine ‘Im’ correspondante dans un temps meilleur. Par conséquent, hous pouvons
confirmer dans cet exemple, gque le filtre de RSP présente |la meilleure approximation
dans le sens de Emm sur la longueur de mot Im définie. Nous avons schématisé

I"allure des filtres correspondants sur la figure suivante :

14 . ' . :
RSP,
o-PMC.

12 #PMCQ.

Amnlittides
o
[00]

o6r
04
o2r
0 N N .
0 01 02 03 04 05
fréauences nomalisées
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Fig. 61. Filtrede RSP, de PMC et PMCQ sur Im = 8 bits.

Cette figure montre que I'alure du filtre obtenu par la méthode R.S.P. est
cohérent a celui obtenu par la méthode PMC avec une erreur minmax plus grande, due
au nombre de vaeurs discrétes réduit ne permettant pas une grande représentativité.
Les trois filtres sont superposés a cause de la faible différence de I’ erreur Emm entre
euX.

Dans I’ exemple suivant, nous avons étendu ce travail en utilisant |es mémes spécifications de
filtre sur un mot de longueur plus grande ‘Im=16 bits'.

IV.2. FILTRE 2:

N=8.
Im = 16 bits.
wp = 0.159.
ws = 0.295.
La synthése du filtre choisi par la méthode RSP nous a donné

les résultats qui sont groupés danslestableaux suivants :

R.S.P. P.M.C.Q. P.M.C.

Emm | tes | Imp(bits)

Emm| Tps| Emm| tps

0.05759 | 19.6 s. 3 0.05765 | 291 s. | 0.05766 | 0.05s.

Tableau 31 : Représentation de I’ erreur micmax par les méthodes RSP, RA, PMC, et PMCQ sur Im =16
bits.

Coefficients de
filtre de
longueur 8

R.S.P. P.M.C.Q. P.M.C.

RA.

h(0) =h(7)

-0.06207275390625

-0.06201171875000

-0.06198968313957

h(1)=h(6)

-0.04980468750000

-0.04998779296875

-0.04998788067471

h(2) =h(5)

0.17211914062500

0.17230224609375

0.17230907492992

h(3)=h(4)

0.41088867187500

0.41088867187500

0.41091313513603

Tableau 32 : Tableau de coefficients du filtre obtenu par RSP, RA, PMC et PMCQ sur Im=16 bhits.

Le tableau 31 présente la représentation de I’ erreur au sens de Chebyshev pour
les filtres congus par les méthodes RSP, PMCQ et PMC. Le tableau 32 présente les
coefficients correspondants. Dans ces tableaux nous n’avons pas pu représenter les
résultats relatifs a la méhode RA, a cause de sa complexité de calcul, car cette
méthode ne peut étre utilisée pour des filtres dont la longueur est supérieure a huit et
dans des espaces discrets a longueur de mot ‘Im > 8 bits'. Nous remarquons, que le
filtre concu par la méthode RSP est meilleur en performance par rapport a celui de
PMCQ et PMC dans un temps de calcul plus grand. Cela est du aux calculs
numeériques qu’ effectue I’ algorithme de PMC, ignorant la restriction de la longueur de
mot dans ces calculs. A ce propos, notre méthode qui effectue la synthese de filtres
directement dans I’espace discret a permis d’obtenir une solution qui présente une
meilleure approximation dans le sens de |’ erreur Emm.
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Nous remarquons auss que |I’erreur Emm du filtre de PMCQ est plus petite
gue celle de PMC malgré que ce dernier est considéré comme le filtre qui présente la
meilleure approximation dans le sens de I’ erreur minmax. Cette confusion est due aux
approximations numériques et opérations arithmétiques qu’ effectue I’ agorithme de
PMC dans son calcul des coefficients sur calculateur (a 64 hits). il s avere qu'il existe
des bits erronés dans le mot sur lequel les coefficients ont été calculés. Alors par
guantification de ces coefficients, il se peut que I’erreur Emm par élimination de ces
bits.

A partir du tableau 32, nous avons obtenu la figure suivarte :

14 T T T T
-+-:R.S.P.
~*-:P.M.C.Q.
1.2 0-P.M.C.
1 17\ |
<
2.8 i
C
£
<
0.6 .
0.4 -
0.2f .
O 1 V &I\;—/_\—“

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
fréquences normalisées
Fig. 62. Filtre de RSP, de PMC et PMCQ sur Im = 16 bits.
Cette figure montre que les trois filtres sont cohérents et superposés a cause de
lafaible différence de Emm entre eux.
Afin de confirmer ces résultats, nous avons éprouvé la méthode RSP avec

d autres exemples pour des filtres de longueur élevée et des mots de longueur plus
grande parmi lesguels, nous présenterons deux dans les paragraphes suivants.

IV.3. FILTRE 3:
N=21.

Im = 6 bits.

wp =0.8.

ws = 0.16.

Ces spécifications sont prises de la référence [4].
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La synthese du filtre chois, nousadonnélesrésultats qui sont
groupés dans les tableaux suivants :

R.S.P. P.M.C.Q. P.M.C. Reference [4]
Emm| s |Impbit) | Emm| tps | Emm| tps | Emm|Tprs
0.08605 | 79256 s. 3 0.12379 [0.06s. [0.05822 | 0.05s. [0.0711 |5s.
Tableau 33 : Représentation de |’ erreur Emm par les méthodes RSP, PMC, et PMCQ et celle en [4] sur
Im =6 bits.
Coefficients de R.S.P. P.M.C.Q. P.M.C.
filtre de
longueur 8
h(0) =h(20) |0 0 .00606215177645
h(1)=h(19) 0 0 -0.00393608214192
h(2)=h(18) |0 -0.03125 -0.01596945663947
h(3)=h(17) -0.03125 -0.03125 -0.03029600895028
h(4)=h(16) -0.03125 -0.03125 -0.03646325795463
h(5) =h(15) |-0.03125 -0.03125 -0.02259390811843
h(6)=h(14) 0 0.03125 0.01808613873788
h(7)=h(13) 0.09375 0.09375 0.08158952586834
h(8) =h(12) |0.15625 0.15625 0.15222097143151
h(9)=h(11) 0.21875 0.21875 0.20776889335317
h(10) 0.25000 0.21875 0.22883679864436

Tableau 34 : Tableau de coefficients du filtre obtenu par RSP, PMC et PM CQ sur Im=6 bits.

Le tableau 33 présente I’erreur au sens de Chebyshev pour les filtres congus
par les méthodes RSP, PMCQ, PMC et celui de la référence]4]. Le tableau 34
présente les coefficients correspondants. Nous remarquons, que le filtre congu par la
méthode R.S.P. est mellleur en performance par rapport a celui de PMCQ, mais
mauvais comparé a celui de PMC a cause de Im petite qui réduit la représentativité
des coefficients. Le temps de calcul est tres grand comparé a celui de PMC et PMCQ.
dans [4], il a été relevé que pour les mémes specifications de filtre, nous avons un
(Emmi[tps) de (0.0711]5 s.) meilleur que celui de la méthode RSP. Le PMCQ relevé
dans [4] est de (0.0781) est différent du notre qui est de (0.12379), ¢’ est pourquoi, les
résultats de [4] restent a vérifier.

A partir des coefficients du tableau 34, nous avons schématisé les filtres

suivants :

1.4

1.2

o
o

Amniliti A

bJ
b}




Fig. 63. Filtrede RSP, de PMC et PMCQ sur Im = 6 bits.

Nous remarquons que le filtre de la méthode PMCQ sort du gabarit prescrit
par celui de la méthode RSP, tandis que le filtre de PMC présente la meilleure alure
dans le sens de Emm.

V4. FILTREA4:

N=16.

Im = 20 bits.
wp = 0.307.
ws = 0.35.

La synthése du filtre choisi, nousa donné lesrésultats qui sont
groupés dans les tableaux suivants :

RSP. P.M.C.Q. P.M.C.
Emm| Tes | ImpGits) | Emm| tps | Emm| Tps
0.13588 | 11830 s. 3 0.13590|218s. [0.13590 | 0.05s.

Tableau 35 : Représentation de I’ erreur minmax par les méthodes RSP, PMC, et PMCQ sur Im =20

bits.

Coefficients de R.S.P. P.M.C.Q. P.M.C.
filtre de
longueur :8
h(0) =h(15) 0.02908706665039 | 0.02938461303711 0.02938473501292
h(1)=h(14) 0.07563781738281 | 0.07599258422852 0.07599166739243
h(2) =h(13) -0.06398963928223 | -0.06394004821777 | -0.06393950840571
h(3)=h(12) 0.01408004760742 | 0.01354217529297 0.01354139770060
h(4)=h(11) 0.07048034667969 | 0.06973648071289 0.06973666708439
h(5) =h(10) -0.11213493347168 | -0.11265563964844 | -0.11265578652321
h(6)=h(9) 0.00950050354004 | 0.00970077514648 0.00970095908901
h(7)=h(8) 0.54527664184570 | 0.54603195190430 0.54603124395824
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Tableau 36 : Tableau de coefficients du filtre obtenu par RSP, PM C et PM CQ sur Im=20 bits.

A partir du tableau 35, nous remarquons que le filtre de la méthode RSP
présente la plus faible erreur Emm comparée a celle de PMC et PMCQ. le temps de
calcul correspondant est 50 fois plus grand que celui de PMCQ. Lesfiltres de PMC et
PMCQ présentent des coefficients identiques au sixieme chiffre significatif prés.

A partir des coefficients du tableau 36, nous avons les filtres suivants :
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Fig. 64. Filtrede RSP, de PMC et PMCQ sur Im = 20 bits.

Cette figure montre que le filtre des méthodes RSP, PMC, et PMCQ sont
superposes et cohérents. La distinction entre eux ne peut pas étre faite a I’ cal nu. Par
conséquent, nous alons faire une étude de ses résultats dans le paragraphe suivant.

IV.5. ETUDE DESRESULTATSDE RSP :

A partir des résultats des exemples précédents , nous remarquons que les
filtres de RSP sont équivalents ou meilleurs que ceux de PMCQ et mémes que PMC
pour Im > 16 bits (exemple 2 et exemple 4). Le principal probleme est le
temps de calcul qui reste prohibitif malgré I' espace discret qui a été drastiquement
réduit par rapport a celui de RA.

Pour une comparaison significative une étude statistique a été menée sur
plusieurs centaines de filtres sur les performances de la méthode RSP. Par consequent,
nous présentons les résultats correspondants (Emm | tps) en fonction de N et Im sur
les figures suivantes.
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Emm : étant |la moyenne de tous les Emm des filtres testés.
tps : éant la moyenne de tous les tps des filtres testés.
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Fig. 65 Représentation de Emm et Tps des méthodes RSP, PMCQ et PMC en Vfx en fonction de Im et
N

Pour lesfigures65 aet b N a ééfixé a 8, tandis que pour les figures 65 c.
et d Im a é&éfixé a 8 bits. Pour les trois méthodes nous remarquons que |’ erreur
Emm diminue quand N et Im augmentent tandis que le temps de calcul
augmentent dans ce cas. Dans le cas de la méthode RSP, nous remarquons que le
temps de calcul augmente beaucoup plus avec le N qu’avec Im. En performances
nous remarquons que la courbe de I’erreur Emm de la méthode RSP se trouve
entre celle de PMC et PMCQ. Dans le cas de la figure 65.a, I'’erreur Emm de la
méthode RSP se superpose avec celle de PMC pour Im > 10 bits. Ces résultats

lonaueur du filtre "N"
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montrent que la méthode RSP donnert de bonnes performances pour un nombre
fini de bits mellleures que celles de PMCQ, mais le temps de calcul reste
prohibitif surtout quand N augmente.

Dans ce suit, nous allons utiliser lecritéredel’ erreur quadratique moyenne pour
une bonne évaluation de la méthode RSP.

V. EXEMPLESDE FILTRES CONCUSPAR LA METHODE RSP AU

SENSDE L’'ERREUR QUADRATIQUE MOYENNE:

La méme étude faite dans le sens de
Emm dans le paragraphe 1V, sera refaite
dans ce paragraphe dans le sens de Ems.
Les mémes spécifications des quatre filtres
sont reportés dans ce paragraphe. Notre but
dans ce paragraphe est de tester les
capacités de la méthode RSP en utilisant le
critere d’'erreur de Ems et en relever la
qualité de sortie correspondante afin de
confirmer les conclusions du paragraphe
V.

V.1. FILTRE1:

N=8.
Im = 8 bits.
wp = 0.159.
ws = 0.295.
La synthése du filtre choisi nous a donné les résultats qui sont

groupés dans les tableaux suivants :

R.S.P. P.M.C.Q. P.M.C. RA.
Ems | tps | Impits) | Ems| tps | Ems| Tps| Ems | Trs
0.0319 | 05s. 3 0.0367 | 0.05s | 0.0374]| 0.05s. | 0.0319 | 26 h.
Tableau37 : Représentation de I’ erreur Ems par les méthodes RSP, RA, PMC et PMCQ sur Im =8 hits
en Vfx.
Coefficientsdefiltre| R.S.P. P.M.C.Q. P.M.C. RA.

de longueur :8

h(0) =h(7) -0.0546875 | -0.0625000 | -0.06198968313957 | -0.0546875
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h(D)=h(6) ~0.0390625 | -0.0468750 | -0.04998788067471 | -0.0390625
h(2) =h(5) 0.1640625 | 0.1718750 | 0.17230907492992 | 0.1640625
h(3)=h(4) 0.4140625 | 0.4140625 | 0.41091313513603 | 0.4140625

Tableau 38 : Tableau de coefficients du filtre obtenu par RSP, RA, PMC et PMCQ sur Im = 8 bitsen
ViX.

Les méme remargue de 1V.1. sont vérifiées dans cet exemple. Nous remarquons, que
le filtre congu par la méthode RSP est identique en performance de RA dans un temps
de calcul plus petit. Comparé a celui de PMCQ et de PMC, ce filtre présente une
erreur Ems plus petite dans un temps de calcul plus grand. Comme dans le paragraphe
IV.2., nous remarquons aussi que |’ erreur Ems du filtre de PMCQ est plus petite que
celle de PMC. Cela est du aux opérations arithmétiques qu’ effectue |’ algorithme de
PMC dans son calcul des coefficients sur calculateur (a 64 bits). cela induit des bits
eronés dans le mot sur lequel les coefficients ont éé caculés. Alors par
guantification de ces coefficients, nous avons obtenu une erreur Ems plus petite, en
éliminant ces hits.

Nous avons schématisé I'allure des filtres correspondants sur la figure
suivante :
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Fig. 66. Filtre de RSP, de PMC et PMCQ sur Im = 8 bits.
Cette figure montre que le filtre obtenu par la méthode RSP, comparé a celui

de PMC, présente I’ erreur Emm plus grande en BP et plus petite en BA.

IV.2. FILTRE 2:
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N=8.

Im = 16 bits.
wp = 0.159.
ws = 0.295.

La synthese du filtre choisi, nousa donné lesrésultats qui sont
groupés dans les tableaux suivants :

R.S.P. P.M.C.Q. P.M.C. RA.
Ems| ts |ImpGbit)| Ems | tps| Ems | tps [Em| ®s
S
0.0314 | 19.8s. 3 0.037432 | 291 | 0.037438 | 0.05s. |------- | -------
S.

Tableau39 : Représentation de I’ erreur Ems par |es méthodes RSP, RA, PMC,et PMCQ sur Im =16 bits

en Vfx.
Coefficients de R.S.P. P.M.C.Q. P.M.C. RA.
filtre de
longueur :8
H(0) =h(7) |-0.05529785156250 | -0.06201171875000 |-0.06198968313957 | -------
h(1)=h(6) -0.03802490234375 | -0.04998779296875 | -0.04998788067471 | -------
H(2) =h(5) |0.16790771484375 |0.17230224609375 |0.17230907492992 |-------
h(3)=h(4) 0.40997314453125 |0.41088867187500 |0.41091313513603 |-------

Tableau 40 : Tableau de coefficients du filtre obtenu par RSP, RA, PMC et PMCQ sur Im=16 bits.

Les mémes remarques faites dans I’ exemple précédent sont vérifiées pour ce
cas. L’erreur Ems RSP est plus petite que celle de PMC et PMCQ dans un temps
|égéerement plus grand. Dans ces tableaux nous N’ avons pas pu représenter les résultats
relatifs a la méthode RA, a cause de la complexité algorithmique. Nous remarquons
gue I"erreur Ems du filtre de PMCQ s approche plus de celle de PMC que celle de
I’exemple précédent. Cela est du au 8 bits de précision que nous avons g outé aux
coefficients de PMCQ. Les bits erronés gjoutés ont induit une augmentation de la

valeur de |’ errer Ems du filtre de PMCQ.
A partir des coefficients du tableau 40, nous avons les filtres suivants :
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Fig. 67. Filtrede RSP, de PMC et PMCQ sur Im = 16 bits.

Cette figure montre que le filtre obtenu par la méthode RSP, comparé a celui

de PMC, présente I’ erreur Emm la plus grande en BP et en BA

V.3. FILTRE 3:

N=21.

Im = 6 bits.
wp = 0.08.
ws = 0.16.

Ces spécifications ont été prises de laréférence [4]. Lasynthése du filtre choisi, nous
adonné les résultats qui sont groupés dans les tableaux suivants :

R.S.P. P.M.C.Q. P.M.C.
Ems| Tps |Lmp(dit)| Fms | Tps| Ems | tps
0.03294 | 78956 s. 3 0.03294 | 0.06s. {0.01512 | 0.05s.

Tableau 41: Représentation de I’ erreur Ems par les méthodes RSP, PM C, et PMCQ sur Im =6 bits en

Vix.

Coefficients de R.SP. P.M.C.Q. P.M.C.

filtre de

longueur :8
h(0) =h(20) |0 0 0.01525172358834
h(1)=h(19) |0 0 0.00594642537256
h(2)=h(18) |0 0 -0.00648600408011
h(3)=h(17) |-0.03125 -0.03125 -0.02541699016895
h(4)=h(16) |-0.03125 -0.03125 -0.03897848330871
h(5) =h(15) |-0.03125 -0.03125 -0.03172921328924
h(6)=h(14) |0 0 0.00682232594748
h(7)=h(13) |0.06250 0.06250 0.07426100199557
h(8) =h(12) |0.15625 0.15625 0.15299844516878
h(9)=h(11) |[0.21875 0.21875 0.21646571824279

h(10) 0.25000 0.25000 0.24078398536844

Tableau 42 : Tableau de coefficients du filtre obtenu par RSP, RA, PMC et PMCQ sur Im=6 bits en

VFx.

Le tableau 41 montre que RSP a obtenu les mémes performances de PMCQ
dans un temps de calcul 1 million de fois plus grand. Le but de cet exemple est de
montrer lorsgque N augmente, cette méthode est colteuse en temps de calcul pour
obtenir des résultats retrouvés par PMCQ en un temps tres petit. La méthode PMC a
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donné le filtre a plus faible erreur Ems a cause de grande la longueur de mot sur
laquelle sont représentés |es coefficients(tableau 42).
A partir de ces coefficients, nous avons obtenu figure suivante :
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Fig. 68. Filtrede RSP, de PMC et PMCQ sur Im = 6 bitsen Vfx.
Cette figure montre que les filtres de PMC et PMCQ présentent une faible
erreur Emm comparée a celle de la méthode RSP et cela est visible aux frontieres des
fréguences de coupure.

V4. FILTREA4:

N=16.

Im = 20 bits.
wp = 0.307.
ws = 0.35.

L a synthese du filtre chois, nousa donnélesrésultats qui sont
groupés dans les tableaux suivants :

R.S.P. P.M.C.Q. P.M.C.
Ems | Tes | Imp(dit) | Ems | tps | Ems | Tps
0.05440 |11896s. 3 0.09618 | 219s. |0.09618 | 0.05s.

Tableau 43 : Représentation de |’ erreur Ems par les méthodes RSP, PMC,et PMCQ sur Im = 20 bitsen
ViX.

Coefficients de R.S.P. P.M.C.Q. P.M.C.
filtre de
longueur :8
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h(0) =h(15) 0.00599670410156 | 0.02938461303711 0.02938473501292
h(1)=h(14) 0.03017425537109 | 0.07599258422852 0.07599166739243
h(2) =h(13) -0.04647445678711 | -0.06394004821777 | -0.06393950840571
h(3)=h(12) 0.00787734985352 | 0.01354217529297 0.01354139770060
h(4)=h(11) 0.06958389282227 | 0.06973648071289 0.06973666708439
h(5) =h(10) -0.11115837097168 | -0.11265563964844 | -0.11265578652321
H(6)=h(9) 0.00874137878418 | 0.00970077514648 0.00970095908901
H(7)=h(8) 0.54604911804199 | 0.54603195190430 0.54603124395824

Tableau 44 : Tableau de coefficients du filtre obtenu par RSP, RA, PMC et PMCQ sur Im=6 bits en

Vfx.

A partir du tableau 43, nous remarquons que le filtre de la méthode RSP
présente la plus faible erreur Ems comparée a celle de PMC et PMCQ. le temps de
calcul correspondant est 50 fois plus grand que celui de PMCQ. Comme dans le
paragraphe 1V .4, les filtres de PMC et PMCQ présentent des coefficients identiques
au sixiéme chiffre significatif pres, comme dans le paragraphe IV .4.. A partir de ces
coefficients, nous avons schématisé I’ allure des filtres correspondants.

Nous avons obtenu la figure suivante qui présente les réponses en amplitude
desfiltres dont les coefficients sont notés dans le tableau 44 :
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Fig. 69. Filtrede RSP, de PMC et PMCQ sur Im = 20 bits.

Cette figure montre que I’alure du filtre obtenu par la méthode RSP présente
une erreur maximale plus petite que celle du filtre de PMC dans |laBP et danslaBA a
I’ exception des frontiéres des fréquences de coupure.

Pour une interprétation significative de ces résultats, nous avons fait une étude
statistique dans le paragraphe suivant.

V.5. ETUDE DES RESULTATS DE RSP DANS LE SENS DE L'ERREUR
Ems:
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A partir des résultats des exemples précédents , nous remargquons que les
filtres de RSP sont équivalents ou meilleurs que ceux de PMCQ et mémes que PMC
pour certains cas. Le principal probléme est |e temps de calcul (exemple 3) qui reste
prohibitif malgré I’ espace discret qui a été drastiquement réduit comparé a celui de
RA, ou parfois nous retrouvons les résultats de PMCQ avec un temps tres grand.

Pour une comparaison significative une étude statistique a été menée sur

plusieurs centaines de filtres sur la qualité de sortie de la méthode RSP. Nous donnons
les résultats obtenus sous forme de moyenne des (Ems | tps) en fonction de N et Im
sur les figures suivantes.
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Fig. 70 Représentation de Ems et Tps des méthodes RSP, PMCQ et PMC en Vfx en fonction de Im et
N.

Pour lesfigures70 aet b N a ééfixé a 8, tandis que pour lesfigures 70 c.
et d Im a été fixé a 8 bits. Pour les trois méthodes nous remarquons que |’ erreur
Ems diminue quand N et Im augmentent tandis que le temps de calcul
augmentent dans ce cas. Comme dans le cas de I'utilisation de I’erreur Emm,
nous remarquons que le temps de calcul augmente beaucoup plus avec le N
gu’avec Im. En performances nous remarquons que la courbe del’erreur Emsde
la méthode RSP se trouve toujours au dessous des celles de PMC et PMCQ. Ces
résultats montrent que la méthode RSP donnent les meilleures performances
danslesensdel’erreur Ems comparéesa cellesde PMC et PMCQ, maisletemps
de calcul est plus grand surtout quand N augmente.

Dans ce suit, nous allons donner une étude compar ative de I’ utilisation des
deux criteresdel’erreur Ems et Emm pour la méthode RSP.

VI.  DISCUSSION COMPARATIVE DESRESULTATSOBTENUSA
L'AIDE DESDEUX CRITERESEMSET EMM :

D’ aprés I éude théorique de la méthode R.S.P., nous confirmons a I’ aide des exemples pris
précédemment que cette méthode retrouve, au pire des cas, les performances de la méthode de PMC
sinon mieux. D’une fagon générale, nous pouvons considérer que la méthode R.S.P. fournit des filtres
meilleurs dans les deux sens (Ems et Emm) que ceux de PMCQ.

Dans le cas de I'erreur Ems, nous avons remarqué que la plupart des filtres de la méthode
R.S.P. sont meilleurs en performances que ceux de PMC et de PMCQ. par conséquent, le temps de
calcul est prohibitif quand N>24..

Dans ce cas, nous avons remarqué que la méthode R.S.P. retrouve, au pire des

cas, les performances du filtre de ParksMcClellan sinon mieux, dans tous les
exemples choisis. Parmi les problemes que nous avons rencontré pour la méthode
RSP a été I’ utilisation du critere d’ erreur minmax pour |’évaluation du filtre. Le filtre
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considéré comme celui de meilleure approximation dans le sens de Emm est celui qui
suit vérifie I'ég. 66 ; en d autres termes, ¢'est le filtre dont la réponse en amplitude
présente les erreurs maximales les plus faibles dans |a bande passante et dans la bande
atténuée a la fois. Dans notre recherche progressive, nous avons rencontré des filtres
avec une erreur maximale dans la bande passante plus petite que celle du filtre
précédemment retrouvé (considéré provisoirement comme le meilleur dans le sens de
Tchebyshev), et une erreur maximale dans la bande atténuée plus grande. Le choix
entre ces deux filtres est difficile. Dans le cas ou le filtre provisoire est celui de PMC,
nous avons utiliser la fonction poids afin de mettre dans un niveau requis les erreurs

dans la BP et la BA. Tandis que dans un cas général, la précédente solution est
maintenue.

VIl. CONCLUSON

Dans ce chapitre, une nouvelle approche de la synthése de filtres numériques
dans |’ espace discret des coefficients qui utilise une nouvelle stratégie de branchement
de la méthode de recherche arborescente est présentée. Le résultat fructueux de cette
approche est I'application de cette méthode nommée RSP pour des filtres dans un
espace discret de longueur de mot trés grande. Le temps du calcul avec un tel mot,
utilisant la méthode de recherche arborescente est prohibitif. Les résultats obtenus,
comparés a ceux d autres méthodes telles que DMCI et PMCQ, sont meilleurs ou
égaux dans tous les cas en performances. Le temps de calcul correspondant a un mot
de grande longueur est plus petit que celui de DMCI. Dans les exemples la limitation
du domaine de recherche ne semble pas dégrader les performance de I'algorithme. le
probléme relatif a cette méthode est lorsque la longueur de filtre est supérieure a 24,
I utilisation de la méthode RSP est prohibitif.

En perspective, I'amélioration du temps de calcul de I'algorithme pour les
filtres de grande longueur ouvre un champ a explorer.
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CONCLUSION

Ce travail a permis de mettre en évidence les problémes liés au filtrage
numérique et spécialement ceux concernant la mise en cauvre des coefficients du filtre
sur un processeur de signaux de longueur de mot finie. A ce propos, nous avons
propose des approches permettant d’ évaluer la méthode adéquate de I’ optimisation de
lamise en cauvre des filtres sur un processeur.

Dans ce contexte, nous avons étudié les effets de la quantification des
coefficients, du choix de la représentation binaire, du choix de critére d’ évaluation et
du choix de la méthode de synthese de filtre sur la qualité de sortie (précision et temps
de calcul) du filtre. Comme nous |’avons montré, les méhodes existantes dans la
littérature scientifique concernant la synthese de filtres, telles que celles de Parks
McClellan avec quantification et celles du laboratoire Signaux et Systemes (méthode
RA et méthode DM C) donnent soit un temps de calcul prohibitif, soit des résultats peu
performants. Notre recherche dans ce contexte a été de mettre en ceuvre trois
approches permettant d’améliorer la qualité de sortie des filtres mis en cauvre.

Chronologiquement, la premiére approche consiste au choix de la
représentation binaire entre celle en virgule fixe, en virgule flottante ou en SDPD,
procurant les meilleures performances dans un temps de calcul acceptable. A ce
propos, nous avons choisi d’ étudier la qualité de sortie des deux méthodes de synthése
de filtres proposées par le laboratoire Signaux et Systemes, la méthode RA et la
méthode DMC, pour respectivement leur meilleures performances et leur convergence
rapide. Pour des raisons de complexité algorithmique le laboratoire Signaux et
Systemes a utilisé la représentation SDPD. Notre principale contribution a été
d étendre les travaux de celui-ci afin de voir |a perte de performance comparativement
au gain de complexité découlant de I’ utilisation de la représentation SDPD. Pour la
méthode RA, nous avons montré que I’ utilisation de cette représentation a permis de
réduire drastiquement le temps de calcul pour une grande perte en performance
comparativement a |’utilisation des représentations en virgule fixe ou en virgule
flottante. Alors que pour la méthode DMC, nous avons congtaté qu’il y a une grande
perte de performance en utilisant la représentation SDPD pour un temps de calcul,
équivalent a celui des représentations en virgule fixe et en virgule flottante.

La deuxiéme approche consiste a améliorer les performances de la méthode
DMC qui possede une convergence rapide, mais les résultats ne sont pas, dans tous les
cas, équivalents a ceux de la méhode RA. A ce propos, nous avons éaboré une
méthode itérative annexée a la méthode DMC, consistant & améliorer les
performances de cette derniére en plusieurs itérations. Cette méthode nommée DMCI
a été testée dans les trois représentations binaires. Nous avons montré que les
représentations en virgule fixe et en virgule flottante sont mieux adaptées a DMCI et
procurent les meilleurs résultats dans le sens de I’erreur quadratique moyenne. La
méthode DMCI est plus lente que la méthode DMC, mais nettement plus rapide que la
méthode RA, son temps demeure acceptable.

La troisieme approche consiste a accélérer la convergence de la méthode RA
tout en gardant ses performances. Contrairement a DMCI qui utilise I’ensemble de
I’ espace discret, cette méthode nommée RSP procéde séquentiellement a la réduction
de I’ espace discret de recherche et de cibler les régions susceptibles de contenir la
solution. Pour cette méthode, nous avons choisi d' utiliser seulement la représentation
en virgule fixe, a cause de son pas uniforme. Cette méthode RSP a été testée en
utilisant d'abord le critére de I'erreur de Chebyshev, ensuite le critere de |’ erreur
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guadratique moyenne. Les résultats obtenus sont satisfaisants. Le temps de calcul a
été drastiquement réduit comparé a celui de la méthode RA. La limitation du domaine
ne semble pas dégrader les performances de |’ algorithme.
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Annexe.
METHODE D'OPTIMISATION DIRECTE

A MOINDRE CARRE ‘D.M.C’

La méthode DMC calcule séquentiellement les coefficients du filtre recherché.
N
A part le premier coefficient h(E_ 1), qui est déterminé en fonction des spécifications
données du filtre, la recherche des autres coefficients suivants est effectuée en prenant
en compte |’ erreur due ala quantification des coefficients précédemment calcul és.

N
a) calcul du coefficient h(E- 1

N
On calcule h(E' 1) tel que la distance entre la courbe correspondante a 2.h(N/2 -
1).cos(w/2) et |le gabarit du filtre donné soit minimale.
Nous définissons par :
S1: Lasurface, dans la bande passante [0 w, ], limitée par le gabarit du filtre et la
courbe d’ amplitude correspondante a 2.h(N/2 - 1).cos(w/2).
S = (;pr [1-2.h(N/2 -1).cos(W/2)].dw = wj - 4.h(N/2 -1).sin(wp/2). (89)
et S, : Lasurface, dans la bande atténuée [w. 0.5], limitée par le gabarit du filtre et la
courbe d’ amplitude correspondante & 2.h(N/2 -1).cos(w/2).
S= (vfc [0-2.h(N/2-1).cos(W/2)].dw = 4.h(N/2 -1).[ sin(w/2) -1]. (90)
Nous appellerons par W la quantité suivante :
W= S$12+ 52 = { Wp- 4h(N/2-1).sin(Wp/2).} % + {4.h(N/2 -1).[ Sn(wy/2) -
132 (92)
W est I’ erreur quadratique résiduelle.

Pour minimiser la distance entre la courbe correspondante a 2.h(N/2-1).cos(w/2)
et le gabarit du filtre donné, on optimise W, pour cela il faut résoudre:

N
W h(-)=0. (%)
Larésolution de cette équation, nous donne:

- Wp
w,s n(7)

h(N D=
27 aane () sin(ey- 12y
9 2 7YY
(93)
La vaeur du coefficient, ains déterminée par cette formule, est une valeur
continue. La valeur discrete est obtenue en effectuant une quantification par
arrondissement dans une des trois représentations.

N
ha(N/2 -1) ={ h(E_ 1} quantifié dans une des 3 représentations .

On remarque gue la fonction W étant quadratique, la quantification par arrondi
des coefficients ne donne pas toujours la bonne solution discrete. En remplacement de
la quantification par arrondi, nous avons gouté le test sur les deux valeurs discretes
adjacentes (inférieure et supérieure) a la valeur continue. La valeur discréte retenue,
est celle qui donne la plus petite valeur d’ erreur quadratique moyenne résiduelle.
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La détermination anaytique des autres coefficients est difficile a mettre en
équation, les coefficients sont alors cal culés numériquement.
b) Calcul des autres coefficients

L’ erreur résiduelle Errp entre la courbe correspondante a 2.h(N/2 -1).cos(w/2) et
le gabarit du filtre, due a I’approximation faite avec un seul terme de la somme

N
{ h(E- 1) pour lefiltre de cas 2}, ne peut qu’ augmenter en faisant la quantification du

coefficient.

N
A une étape n, le coefficient suivant h(E_ n-1) doit donc étre déterminé en

tenant compte de deux erreurs qui sont dues a:
a) La somme finie de termes.
b) La quantification du coefficient h(N/2 - n), calculé a | étape précédente n-1.

Pour optimiser une grandeur, nous disposons de deux méthodes (Ila méthode du
smplexe, et la méthode par les moindres carrés). Le choix de I’optimisation des
coefficients par la méthode des moindres carrés (M.C.) est fait sur la base de la
rapidité: M.C. éant non itérative et donc est plus rapide que la méthode du ssimplexe.

N
Pour le calcul du coefficient h(z- n-1) al’éapen (n=1.. N/2), on forme tout
d abord le vecteur E,, , en calculant ses éléments par |’ équation :

En (Wi)= (Errn-1 + Erdna)(wWi)= By.1(Wi) - 2 hy(N/2-n) cos(n1/2)w;  (94)

ou E, :ereur damplitude résiduelle effective obtenue alafin de |’ éapen-1
Errn-1: erreur d amplitude résiduelle avant quantification du coefficient

N
h(E- n). al’éapen.-1
N
Erd,-1: erreur d amplitude de quantification du coefficient h(z- n.

Les fréguences w; sont prises a des intervalles sensiblement égaux, al’intérieur
des deux bandes du filtre.

N
h(E- n-1) est ensuite déterminé par optimisation (dans le sens des moindres
carrés), en minimisant I’ écart entre I’ erreur résiduelle E,, et la courbe correspondante
N
az. h(E- n-1).cos((n +1/2)w)

En admettant des erreurs Erryn;, on obtient, en notation matricielle, le systéme
d  équations suivant:

h.A=E, +Err, (95)
ou
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1 u
gcos(n+§)wl 3 é'E”(Wl) 3 é'E””l ﬂ
A= chos(n+5)w2 3 . En= () . Err,= € e u
a i ¢ u e u
e, B (w,y) B, 6
gcos(n + E)Wzm H

N
Le vecteur des inconnues h ne contient qu’ un seul élément h(E_ n-1).
Lasomme W des carrésdes erreurs Err,, est égalea :

W=Err,.Err, = (h.A - E))".(h.A - E,) (96)

N
laminimisation de W par rapport a h(E- n-1) est obtenue par:
N
Wi h(E- n-1)=0. (97)

A i ﬂ_ _ — TAVIAT — AT T
on déduit que h(2 n-) = (A.AA.E,=A".E,/A"A (983

) oo
LE, (W) cos(m 5w+ 4, (W (5,

ou h(E- n-1)= (98.b)

i 1 1
2 c052(n4—2)w1+...+cosz(n+§)w4Nt\;

Le coefficient ains déterminé en continu, est ensuite quantifié a sa plus proche
valeur dans la représentation binaire choisie.

N N e
hd(E- n-1) ={ h(E_ n-1) } quantifié.
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Résumé :

La méthode de recherche arborescente est optimale pour la conception des filtres numériques a
coefficients de longueur limitée. Le probléeme est le temps de calcul prohibitif nécessaire pour la
conception des filtres de longueur supérieure & 8 avec une représentation des coefficients sur 8 bits.
A ce propos, une nouvelle technique ‘*méthode d’ optimisation directe par moindre carré itérative’”’
est présentée afin d’approcher les résultats obtenus par la méthode de recherche arborescente dans
le sensdel’ erreur quadratique moyenne avec un temps de calcul plus petit.

Motsclés:

M éthode de Recherche Arborescente (R.A.), Méthode Directe par Moindre Carré (D.M.C.), Méthode
Directe par Moindre Carré Itératives (D.M.C.I.), Optimum Loca (O.L.), Critére d Erreur Quadratique
Moyenne ‘E.Q.M.".
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1 Introduction

Lorsgu’un filtre numérique est implanté
sur un processeur de signaux de longueur
de mot ‘Im’ bits, chaque coefficient du
filtre doit étre représenté, par un nombre
fini ‘I de bits. L’ approche
habituellement utilisée consiste a quantifier
les coefficients. Ceci engendre une
détérioration importante des
caractéristiques du filtre. On  mortre
d ailleurs qu'il existe d’'autres coefficients
de méme longueur de mot finie qui
donnent une meilleure approximation. Afin
de retrouver ces coefficients, nous
proposons donc d'inclure la limitation de
la longueur de mot dans la procédure de la
conception de filtre.

Pour concevoir des filtres numériques a
coefficients de longueur finie, il est
souvent désirable d’ utiliser des algorithmes
dont la qualité de sortie peut étre gustée
suivant la disponibilité des ressources
telles que, la précison et le temps de
calcul. Dans ce cas le probléme devient
plus complexe, ou une investigation
générale de la solution optimale nécessite
un temps de cacul prohibitif. Afin de
remédier a ce probleme, plusieurs
méthodes d optimisation ont été élaborées
pour la conception des filtres numériques a
coefficients discrets. La technique du
gradient simulée ‘Simulated Annealing
Technique' (S.A.) [2]-[4] est efficace dans
plusieurs cas, mais nécessite un grand
nombre de fonctions d évauations
impliquant un colt de calcul élevé. Ce
nombre de fonctions d’ évaluations dépend
des températures de départ.

La programmation linéaire en nombre
entier a été appliquée dans [1], [7]-[9]
comme méthode d' optimisation discrete
dans le sens minmax. Bien qu’elle permet
d’ obtenir des résultats optimaux, le temps
de calcul nécessaire méme avec les super
ordinateurs actuels, prohibe I’ application
de ces techniques pour des filtres d’ ordre
éevé

Les techniques doptimisation dans
I’espace discret des coefficients, et en
particulier la méthode de recherche

arborescente, ont éé éaborées afin de
remédier a ce probleme d’ optimum discret.
Ces méthodes basées sur des techniques
d énumérations implicites nécessitent aussi un
codt de cacul trés éleve [8], [10], [14], et
[15].

Dans plusieurs méhodes de recherche locale
basées sur la méthode de recherche
arborescente, tels que ‘la méhode de
recherche en profondeur d'abord ou ‘la
méthode de sSéparation et dévaluation
progressive’ (SEP), les solutions retrouvées
sont meilleures que celles obtenues a partir
d une quantification directe. L’ objectif majeur
de ces méthodes est la détermination de
stratégies de branchement et de syntonisation.
Cependant, la solution optimale n'est pas
assurée [10], [14], [15].

La convergence de la méthode d’ optimisation
directe par moindre carré ‘D.M.C." proposée
dans [15], [16] est trés rapide, tandis que la
solution finale dépend du choix du premier
coefficient a déterminer ainsi que de I’ ordre
dans lequel sont ensuite considérés les autres
coefficients.

Dans cet article, nous présentons une
technigue nommée ‘D.M.C.l. permettant
d exploiter I'optimalité de la méthode de
recherche arborescente ‘R.A." et la vitesse de
convergence de la méhode D.M.C.

Dans la section 2, nous définissons le
probléme et les caractéristiques du critére
d erreur quadratique moyenne. Dans la
section 3, la méthode directe a moindre carré
itérative ‘DMCI’ est décrite et les
formulations mathématiques sont données.
Une étude comparative des résultats que nous
avons obtenus avec ceux obtenus dans [15] et
[16] seront donnés dans la section 4.

2. Position du Probléme

Soit a concevoir un filtre numérique RIF a
phase linéaire de longueur N dont la réponse
en fréquence S écrit sous laforme :

No—l

a

H(gw) = k=0 hke- jwk

(2) |

Il a été montré dans [5], que I’amplitude de la
réponse en fréguence, pour les quatre cas de
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filtre & phase linéaire, peut S écrire sous la
forme :

rz)— 1

a
Pn(w) = k=0 akcoswk 2
ol n est le nombre de termes :

= (N/2 ou (N-1)/2 ou (N+1)/2)
©)

et ak, relative a hk, est la sequence décalée
dépendant du cas considéré.

La réponse en amplitude Pn(w) est
comparée avec |’amplitude de la réponse
en fréguence idéde D(w), a I'aide du
critere de |’erreur quadratiqgue moyenne
‘EQM’.

L’erreur dapproximation en amplitude
suivant le critére de I'erreur quadratique
moyenne est donnée par la forme suivante :

1N
~ allpw,)- R w)
enam= i=0
4
ou i=1, 2, .., Nw-1

Nw : nombre de points fréquentiels
sélectionnés.

Si on considére un filtre passe bas idéal,
I’amplitude de sa réponse en fréquence
S écrit comme suit :

Dwi)=1 pour wil bande passante.
Dwi)=0 pour wil bande atténuée.

L’ expression (4) devient alors :

1 kol NS

=t a- rw)+alrw
enam= i=0 i=k
(5
Les coefficients des filtres sont restreints a
des valeurs discretes définies par la
longueur du mot machine disponible & ‘In’
bits.
Les méthodes que nous présentons dans ce
qui suit sont valables pour les quatre cas
décrits précédemment. Nous nous limitons
au cas 2 (N pair et la symétrie positive).

L’extension aux autres cas peut se faire
facilement.

3. Méthode Directea Moindre Carré
Itérative'D.M.C.I1.

[l a été montré dans [15], et [16] que la
méthode ‘D.M.C. est plus rapide que la
méthode ‘R.A.’. La méthode détermine par un
calcul séquentiel les valeurs des coefficients
du filtre dans un ordre bien déterminé. 1l a été
auss montré que les performances des filtres
congus par cette méthode ‘D.M.C." ne garantit
pas I’ optimalité des filtres congus, la solution
obtenue peut étre un optimum local ‘O.L.".
Notre propos dans cet article est de présenter
une nouvelle approche qui exploite la rapidité
de convergence de la méthode ‘D.M.C." et
permet de concevoir des filtres approchant les
performances de ceux obtenus par la‘R.A.".
Notre objectif est de palier aux deux
inconvénients suivants :

Le probleme de la méthode ‘D.M.C." est le
choix du coefficient de départ sur les
performances du filtre obtenu ains que
I'ordre dans lequel sont calculés les
coefficients.

Le probleme lié ala méthode ‘R.A. est le
temps de cacul prohibitif lorsque la
longueur du filtre est supérieure a 8 avec
une longueur de mot machine supérieure a
8 bits [15]. Ceci explique que dans la
section 4., on ne trouvera gu’'un seul filtre
congu par la méhode R.A. de longueur
N=8 et Im=7 hits pour |’ &ude comparative.

A ce propos, nous avons éaboré la méthode
Directe par Moindre Carré Itérative
‘D.M.CI” qui permet daméiorer la
précison des résultats de la méthode
‘D.M.C." en effectuant en plusieurs itérations
une recherche exhaustive autour de la solution
obtenue au moyen de laméhode ‘D.M.C.".

3.1. Description dela M éthode :
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Pour expliquer la méthode, nous
choisissons I’ exemple ssmple suivant :

Considérons un filtre défini par deux
coefficients {h(0), h(1)}, dans un espace
discret de longueur de mot ‘Im’ bits, avec
‘va vaeurs admissibles.

La méthode ‘D.M.C.I." se déroule comme
Quit :

Nous utilisons la méthode ‘D.M.C." [16] pour
calculer les coefficients hdmc(0) et hdmc(1).
L’ erreur ‘E.Q.M.’ du filtre calculé par rapport
au filtre idéal est notée par Edmc.
Posons Er=Edmc.

Puis, nous fixons le coefficient hdmc(0) et
nous varions le coefficient hdmc(1) dans un
sous espace de valeurs

M éthode
D.M.C.

Approche Améliorant les Performances
d’Entrée ( Gabarit du Filtre)

Résultatsﬁaux
deD.MC.I.

(Coefficients)

halne Itérative sur les Précédents Résultats (Coefficients

(Coefficients)

Fig.1. Schéma Représentatif dela Méthode D.M.C.I.

discretes de rayon ‘v’ centré autour du
coefficient hdmc(1). (‘v' est le nombre de
valeurs admissibles inférieur a‘va).
Par ailleurs, a chaque solution discréte se
situant dans I’espace de rayon ‘v’, nous
caculons I’ erreur ‘E.Q.M.’ notée par Edmci.
S Edmci < Er, nous sauvegardons les
coefficients correspondants  soit
{hdmc(0), hr(1)} et Er devient égale a
Edmci.

Posons Er = Edmci.
De la méme fagon précédente, nous fixons
cette fois-ci le coefficient hr(1) et nous
varions le coefficient hdmc(0) dans un sous
espace de vaeurs discretes de rayon ‘V’
centré autour du coefficient hdmc(0). (‘V’
est le nombre de vaeurs admissibles
inférieur a ‘va). A chague solution discréte,
nous calculons I’ erreur *E.Q.M."” Edmci.
S Edmci < Er, nous sauvegardons les
coefficients correspondants soit { hr(0),
hr(1)} et Er devient égale & Edmci.
Cette recherche est refaite sur plusieurs
itérations ‘It’, jusqu’a ce que la variation de
I’ erreur DEr soit nulle.

Ou
DEr=Er(itération
précédente). (6)

actuelley-Er(itération

Dans ce cas nous obtenons les coefficients
finaux hf(0) et hf(1). Ces coefficients sont
nommeés { hdmeci(0), hdmci(1)} obtenus par
laméthode ‘D.M.C.I." aprés ‘It’ itérations.

3.2. Description del’algorithme:

L’ agorithme de cette méthode ‘D.M.C.I.
se subdivise en deux parties (Fig.1) :
La premiére partie représente I’algorithme
de la méthode ‘D.M.C." définie dans [15],
[16], ou les valeurs des coefficients sont
obtenues par un calcul séquentidl.
La deuxieme partie représente une méthode
itérative qui est basée sur I'’amélioration des
résultats trouvés dans la premiére partie
(méhode DMC) aprés ‘It itérations, en
faisant le balayage des valeurs discrétes dans
un espace de rayon ‘v’ centré autour du
coefficient de départ (coefficient calculé par
‘D.M.C.).

‘v étant fixé suivant le nombre de

valeurs admissibles ‘va et la longueur du
mot du processeur ‘Im’.

4. Résultats des Expériences

L’ algorithme a été testé en utilisant des cas
rapportés dans lalittérature. Dans tous les
exemples, le calculateur utilisé est Microsoft
Intel Pentium Il avec une fréquence CPU de
travail de 300 MHZ. Les résultats obtenus
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sont présentés et comparés aux algorithmes

dans [15] et [16]. Le numéro de référence

indique ou le filtre a é&é pris. Un filtre de

longueur 8 et une quantification a 7 bits,

excluant le bit de signe, est noté par ‘8/7'.

L’algorithme a été testé dans les trois

représentations binaires en virgule fixe, en

virgule flottante et S.D.P.D. (Somme de

Deux de Puissance de Deux) [10]

respectivement dans les tableaux 1, 2, 3.

Nous notons par :

N : longueur du filtre.

Im : longueur du mot du processeur en bits.

PMCQ: ‘EQM’ relative au filtre de Parks
Mc. Clellan et ou les coefficients
sont quantifiés dars une longueur de
mot de ‘Im’ bits.

RA : ‘EQM’ relative au filtre calculé au
moyen de la méhode ‘R.A.’.

DMC : ‘EQM’ reative au filtre calculé au
moyen de la méthode ‘D.M.C.".

DMCI : ‘EQM’ relative au filtre calculé au
moyen de laméthode ‘DMCI’.

tp : temps de calcul correspondant & chaque
méthode.

N/im [ PMCQ/tp| RA/tp | DMCltp | DMCl/tp
8/7 | .035/.05s | .033/46h | .059/.05s | .035/1.9s
8/19 | .035/255 | --r-emem- .048/6.2s | .031/60s
24/15 | .0010/13s | ------n--o- .0099/4s | .0008/85s
16/15 | .070/95 | ---e--rmemv 043/2s | .039/45s
50/15 | .002/20s | ------nee- .007/8s | .001/117s
56/13 | .004/195 | ----------- .007/7.2s | .003/123s

Tableau 1. Comparaison des résultats obtenus par les
méthodes ‘P.M.C.Q.", ‘R.A.'[15], ‘D.M.C.'[16] et

‘D.M.C.l." danslareprésentation en virgulefixe.
N/Im [ PMCQ/tp| RA/tp | DMC/tp | DMCl/tp
8/7 | .035/.05s | .032/49h [ .059/.05s | .032/1.8s
8/19 | .035/25s | ----------- .031/5.6s | .031/51s

24/15 | .0010/10s | ----------- .0099/4s | .0009/80s
16/15 | .070/7.5s | ----------- .043/1.8s | .039/60s
50/15 | .002/17s | ----------- .007/9s | .001/130s
56/13 | .004/18s | ----------- .007/5s | .003/139s

Tableau 2. Comparaison des résultats obtenus par les
méthodes ‘P.M.C.Q.", ‘R.A.[15], ‘D.M.C."[16] et
‘D.M.C.I." dans la représentation en virgule
flottante.

N/im [ PMCQ/tp| RA/tp | DMCltp | DMCl/tp
8/7 | .127/.05s | .127/78s | .148].05s | .127/.88s
8/19 | .070/17s | ---rcmrom- .064/3.9s | .051/41s
24/15 | .065/2.25 | ----enmem-- .053/1.3s | .016/65s
16/15 | .078/1.1S | =---rmmem- .063/.9s | .040/8s
50/15 | .023/4s | ----ememe- .020/2.5s | .013/96s
56/13 | .025/85 | ----------- .028/4.2s | .017/95s

Tableau 3. Comparaison des résultats obtenus par les
méthodes ‘P.M.C.Q.", ‘R.A.'[15], ‘D.M.C."[16] et
‘D.M.C.I." danslareprésentation S.D.P.D.

Dans tous les exemples, lesfiltres
considérés sont des filtres R.I.F. a phase
linéaire appartenants au cas2 (symétrie
positive et longueur du filtre paire) [6].
Nous présentons dans ces trois tableaux les
résultats de six filtres. Les trois premiers
exemples sont des filtres de bande passante
[00.159] et de bande atténuée [0.295 0.5].
Lestrois autres exemples sont de bandes
passantes [0 0.318], [0 0.05], [0 0.31] et de
bandes atténuées respectivement [0.371 0.5],
[0.104 0.5], [0.35 0.5]. Tous les filtres sont
congus avec une fonction poids égale dans la
bande passante et dans la bande atténuée.
Autour de chague coefficient calculé par la
méthode DM C, nous avons défini un sous
espace discret de recherche de rayon ‘v’
expérimentalement fixé en référence ala
longueur du mot machine ‘Im’. Le nombre
ditérations ‘It dépend de I’ ordre du filtre.
Dans la colonne de la méthode R.A. nous
N’ avons représenté que le premier filtre
parce que cette méethode ne peut pas étre
utilisée pour la conception des filtres d’ ordre
supérieur a 7 et de longueur de mot
supérieure a 7 bits excluant le bit de signe, a
cause du temps de calcul prohibitif.

Le nombre d'itérations ‘It’ variede 5 440
suivant |’ ordre du filtre, tandis que le rayon
‘v’ du sous espace discret varie entre 5 a 20
suivant la longueur du not ‘Im’.

Dans tous les exemples les résultats obtenus sont
meilleurs que ceux obtenus dans la référence
indiquée. Dans les tableaux 1, 2 et 3 les résultats sont
donnés en fonction de I’ erreur et du temps de calcul.
Il est remarqué que I'agorithme de la méthode
D.M.C.I. peut étre utilisé pour le calcul de filtres de

grande longueur avec un temps de calcul accessible
(N=56 pour exemple 6) et peuvent approximer des
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filtres dans I’ espace discret des coefficients
a longueur de mot grande (Im=20 bits pour
I’exemple 2).

5. Conclusion

Dans cet article, nous avons propose
I’algorithme nommé ‘D.M.C.I." qui utilise
une nouvelle approche qui consiste a
exploiter les performances de ‘R.A. €t la
rapidité de ‘D.M.C.". A travers quelques
exemples nous avons montré que les
objectifs recherchés ont été atteints. A titre
d’ exemple, pour la conception d’ un filtre de
longueur N=8, le filtre obtenu par
‘D.M.C.I."” possede les performances du
filtre ‘R.AA. (E.Q.M.=.032 ou .127 selon la
représentation utilisée) et un temps de cal cul
tres acceptable. L’étude comparative basée
sur les critéres E.Q.M./tp que nous avons
donné dans cet article montre que les
résultats obtenus peuvent étre considérés
comme meilleurs que ceux de [15], [16].
Dans les exemples, il et congtaté que les
représentations en virgule fixe et en virgule
flottante sont mieux adaptées a D.M.C.l. La
méthode D.M.C.l. est plus lente que la
méthode D.M.C. avec un temps de synthése
tres acceptable mais nettement plus rapide
que RA.

Notre recherche actuelle consiste a
améiorer la complexité de cet algorithme et
cela en faisant un choix approprié du
nombre nécessaire d'itérations.
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ABSTRACT

This paper describes a novel branching strategy using
the branch and bound technique for the design of finite
word length optimal digital filters. Using an
extrapolated solution, the presented technique offers
good performances in a low algorithmic complexity for
large processor wordlength. It also provides a large
flexibility to different error criterion. The details of the
algorithm and many examples are given and compared
to the other methods.

. INTRODUCTION

One of the most known optimisation methods in the
coefficients discrete space is the Branch and Bound
Technique (BBT). This was used to solve the discrete
optimum problem. This method based on implicit
enumeration techniques also requires an expensive
computing cost [7,8,10,15,16]. Many exhaustive
approaches are performed on the (BBT) basis. The
Depth First Search (DFS) and Breath First Search
(BFS) are the famous gproaches. Their major issue of
concern is the strategy of branching. (DFS) approach
performs its search in the whole available discrete
space. Therefore, the obtained solution is optimal.
However, before optimisation, (BFS) performs an
estimation of the discrete space susceptible to contain
the optimal solution. Hence, the performance are not
guaranteed. Furthermore, the computing cost is
prohibitive in alarge processor wordlength.

The rounding of infinite precision coefficients for
linear phase FIR digital filters design [6] is the most
widely used technique when low algorithmic
complexity is required. However, the frequency
response amplitude of the obtained filter do not usually
fulfill the passband and/or the stopband frequency
tolerances.

For discrete optimisation, it is often desirable to use
algorithms whose output quality can be adjusted
depending on the availability of resources such as
computing time and precision. To solve this problem,
many optimisation methods has been applied to
discrete coefficients FIR digital filters design.
Simulated annealing technique [2,3,4] has proven to be
effective in many cases, but requires a large number of
function evaluations and does not guarantee the
optimal solution. Furthermore, this method is based on
heuristic assumptions, which may lead to bad
performance.

The linear integer programming formulation [1],[7]-[9]
was applied as a discrete optimisation method on the
minmax criterion. Although, it is possible to obtain an
optimum result, the computing time required even with
the high-speed supercomputer of today, prohibits the
application of these techniques for high order filters.

In this paper, we present a novel concept to design
finite wordlength coefficients filter. The performed
method named Sequential and Progressive Search
(SPS) is based on arobust branching strategy. Itsaim is

to reduce the discrete space using an extrapolation
method and perform the optimisation in the same
time. Compared to the Depth First Search method
(DFS), the number of function evaluations is smaller
and it depends on the filter length without degrading
the performance of the algorithm [14]. It will be
shown (SPS) and (DFS) algorithmic complexity
related to the processor wordlength.

In section |I, we present the problem statements and
the characteristics of the error criterion chosen. In
section 111, (SPS) method description is given. The
agorithm modules are depicted in section IV. The
results reported on section V deal with conventional
minmax optimisation of FIR digital filters. A
comparison of the algorithm performance with other
reference algorithm is also given.

II.PROBLEM STATEMENTS

The frequency response of N1 order linear phase
FIR digital filter isusually written as

N-1

[o] .

Hf) =a  he™ (1)

k=0
In [5], It was shown that the frequency response
amplitude of the four cases of linear phase (FIR)
filters could be written in the form

n-1
P.f)= & accospfk 2)
k=0

where the number of terms, n, is:
n(= N/2 or (N-1)/2 or (N+1)/2)

and & is the resulting shifted sequence depending on
the considered case. The function By(f) is compared
with a desired frequency response amplitude D(f)

using a minmax criterion. The weighted
approximation error e, is given by
en= min maxW(f)|D(f)- R,(f)| (3)

(coeff.a) fl F

- F: thedigjoint union of al the frequency bands
of interest.

- W(f): aweighting function defined on F.

- D(f) : the desired frequency response amplitude.

Using Eqg. (2) in Eq. (3) gives

n-1
€= min maxW(f)‘D(f)— a a, cospfk| (4)
(coeff.a) fl F k=0

The filter coefficients are restricted to the discrete
values allowed by (bwl) bit binary word length.

1. OPTIMIZATION METHOD

‘SEQUENTIAL AND PROGRESSIVE
SEARCH’ (SPS)

Let us consider {a, k=0,1,...., N/2} the filter discrete

coefficients designed with an extra constraint
imposing alimit on the processor wordlength.
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Using the fixed point representation, we can express
the discrete coefficient a; as alinear combination:

bwi - 1 ,
= a yx2' k=01..,N2 (5
j=1
Where (bwl) is the binary bit allowed for the filter
discrete design and ‘j’ is the binary bit indication. Yy
is a bivalent variable only fixed to only take the values
‘0" or ‘1. Hence, the frequency response amplitude
P, (f) could be expressed as
-1

Pa(f)= a0 s( a yix2' )cos2pfk. (6)
wheresisthesign of ‘ay’ ,s(— -1 or +1).
It is not possible to find the optimal filter coefficients
at ‘bwl’ bhits wordlength processor using the DFS
method, owing to the long computing time equired.
But we can calculate these filter coefficients in alower
wordlength, (bbN) binary bit ( bbN £ bwl) with such a
method. & could be expressed as

bby-l '
|ak(0pt)|: a yj,k(opt)Z" k=0, 1,...,N/2 (7)
i=1

aqopy - the coefficients related to the optimal digital
filter at (bbN) wordlength.

Y kopy - ‘] binary bit value of the agpy coefficient.
The proposed method, named Sequential and
Progressive Search (SPS) takes this optimal solution as
a starting point (starting solution) for its branching
strategy in order to design filters with a higher
wordlength discrete coefficients. Using the (DFS)
optimal solution in the minmax sense in the bbN binary
bits wordlength, we calculate with the SPS algorithm
the solution at bwl bits (bbN £ bwl).

First, the coefficients are found at the (bbN+1) binary
bits on the minimax sense using alocal investigation in
a reduced discrete search space. This reduced space is
defined using the previous solution. Then we increase
gradually the wordlength and calculate the new
solution till reaching the (bwl) (the required word
length). For each step ‘i’, we define a lower bounding
function e,;, which can be written as

eni(a= (Crogfn)maxw(f)D(f)

e, (@ is defined as the lowest value of the error
function for a, solving the following program:

a1 E PN+ mk=1,..., N/2
al™ - mk=1,..., N/2

-1
a_ a.cosdpfk| (8)
k=0

(93)
(9b)
bbN .

ax - isthecoefficients a, represented by bbN bits
J: interval chosen to contain the solution.

bbN+1
a 3

The implementation of a continuous value in two
different wordlengths of the fixed-point representation
does not offer two equal discrete values. The maximum
difference between these discrete vaues is the
quantization error ‘+LSB’ (least sided bit) due to both
truncation ¢LSB) and rounding ¢1/2.LSB). Hence,
we have overestimate the u value between the bbN and
bwl! wordlengths to

g =LSB = 2PN, (10)
Substituting Eqg. (10) and Eq. (7)inEq. (9)
bON -~ bbN-
a yix2'e a yJ kom2 +2®NY (114q)
i=1 j
bHN , bbN L
a yj2's a y, kom2! =2 (11b)
j=1 j
Developing Eaq. (11) we obtam
bbly- 2
a Yi, k(opt)2'+ ba y]k2J £
o J
bb%‘ 2 | 0o\, ~-(bbN-1)
a  Yikom2 *Yoonikep2 - +2 . (129
j=1
bbiy- 2 A
a VYikopm2'+ a y]k2J s
j=1 j=bbN-
bbly- 2 i -bbN_ -(bbN -1,
A YikomZ HYponkep2 -2 ON D (12h)
j=1
After simplifications we have
Yook - 2™ “L Yeon, k(b%_l\t:tjl.’;l
YooN-Lk(opt) - 270 + 2 (13q)
Yook - 2PN 4y bbN k- 2:?§:N—1?
YobNLk(opy) - 2 - 2 (13b)
Hence,
Yobn-1kHYbonkZ 11 £ Yoon-1k(opy+1 (143)
YbbN-1k FYoonkZ 2 Yion-1k(op)-1 (14b)

The problem is restricted as resolving two equations

with two variables (x1,x2) on the form of
alx1+a2 x2 £ bl
alx1+a2 x23 b2

(15a)
(15b)

(a1, a2, b1, b2) are constants.
al=1, a2= 2", bl=y,+1, b2=y,-1

Figurel. SPS Procedure on one coefficient

and where y, is the previous calculated optimal

solution. (inthiscase yo=Yuon-1(op)

Hence, we obtain a small grid containing admissible
values, from which we choose the solution sequence
(x1, x2) which gives the smallest value of maximal
weighted error. This procedure is iterated for each
coefficient increasing the word length, until reaching
the desired word length, in which the design of
discrete coefficients digital FIR filter was required.
Figure 1 represents on one coefficients the (SPS)

procedure. The x-axis is and the y-axis are
respectively the processor wordlength and coefficient
value. The square is the admissible values in the
reduced discrete space. The cross the coefficient after
optimisation using (SPS).

In this paper, we have chosen the fixed point
transformation as shown in Eg. 5 We can show that
an extension to the other binary representation could
be easily done.
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besiwdalionon 4 bits

Extrapolation

E E &

coefficient value

processor wordlength (bits)

V. THE SEARCH STRATEGY

The SPS algorithm begins from the discrete optimal
starting coefficients designed by (DFS) in alower word
length. Also, we determine the interval for each
coefficient in the upper word length asin Figure 1.
Therefore, the formula Eq. (15) is resolved each
wordlength incrementation using a local investigation
at defined nodes (reduced discrete space).

The algorithm flowchart is described in Figure2. Its
main characteristics, which are used for computational
experiments, are described below.

- The branching strategy depends starting solution
found by (DFS).

- The function evaluation is in the minmax sense.
Using (DFS) agorithm, al the defined nodes are
investigated.

=3

Read N and bwl

The use of DFS method to find
the filter coeffici ents at bbN bits

| Definethe coeff|C| ent intervals

bbN= bbN+l

Resolving Eq. (15)

.

| Write the best solution |

End

Figure2. The Strategy Search Flowchart

V.RESULTS

The (SPS) software algorithm was developed on
MATLAB and tested on 300 MHz Pentium machine
using cases reported in literature. The results
obtained are presented and compared to those of
agorithms in [4,15,16]. The reference numbers
indicate where the filters are taken, (DFS), (BFS) and
(SA). A filter with length 8 with 15 bits in
guantization, excluded the sign bit is denoted by
(8/15). The starting points are found by (DFS) in 3
bits processor wordlength. Filtersin Table 2 have the
frequency specifications represented in Tablel. All
filters have equal weight in passbands and stopbands.
In Table 2 the results are given both in the weighted
approximation error and the design times. All SPS
performances are better than those obtained in the
indicated references. Figure 3 represents the
algorithmic complexity ratio between (DFS) and
(SPS) agorithms according to the processor
wordlength increase. It is shown the drastic time
reduction using (SPS) when (bwl) increases.

| N/bwl Passband edges  Stopband edges
16/15 0:0.151 0.2050: 0.5
8/15 0:0411 0.4780: 0.5
21/6 0:0.100 0.1125: 0.5
12/19 0:0.178 0.2500: 0.5
14/19 0:0.268 0.3750: 0.5
16/19 0:0.358 0.4250: 0.5

Table 1. Filters Frequency Specifications

20

N
o

=
(=]

o

Rate:DFS time/ SPS time
=
o

4 6 8 10 12 14
Wordlenath bwl®

Figure3. Representation of the DFS
time/SPS time according to different
wordlengths for N:8 and 10
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| N/bwl N bbN bwl Inf. Precision Rounded [ref]/ Time(sec) SPS/ Time (sec)
16/15[15] 16 3 15 0.0871 0.0872  0.0762/ 650 0.0712/509
8/19[16] 8 3 19 0.0850 0.0999  0.0975/ 54 0. 0968/ 16
21/6[4] 21 3 6 0.0209 0.0722 0.07115 0.0468/ 79256
12/19[15] 12 3 19 0.0930 0.0930 0.0911/ 154 0.0895/ 112
14/19[15] 14 3 19 0.0323 0.0323  0.0305/ 139 0.0294/132
16/19[15] 16 3 19 0.0766 0.0766  0.0747/ 1276 0.13580/10567

Table 2. Results & Comparison for Filter Design Cases Using the SPS Method.

V. CONCLUSION

In this paper, the procedure of a new digital filter design method (SPS) in the discrete space is
presented. An evaluation of algorithm performance compared to other algorithms (DFS), (BFS) and
(SA) is given. The main feature of this approach is its applicability to the design of filter in a processor
with alarge wordlength. The computing time in such processor wordlength would be prohibitive using
the Depth First Search (DFS). Therefore, it is shown the algorithmic complexity reduction using (SPS)
algorithm when processor wordlength increases. In the examples, the limitation of the search domain
does not seem to degrade the performance of the algorithm. The forthcoming target is the procedure

extension to long filter order.
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ABSTRACT

The Tabu Search method has proved to be efficient
in many cases applied to digital filter design.
However, the starting point chosen can affect the
output quality, the computing time and the
performance. In this paper, we present a new
strategy to improve the output quality of the Tabu
Search algorithm using as starting point, that
obtained with the Sequential and the Progressive
Search method. We will also show that the choice
of the fixed-point binary representation provides
better results than those of the power of two.

Keywords : Tabu Search ‘TS, Depth First Search
‘DFS’, Sequential and Progressive Search ‘SPS,
Simulated Annealing ‘SA’.

1. INTRODUCTION

The Tabu Search (TS) tool [1],[2] has proved to be
both versatile and easy to use, thus rapidly allowing
its customisation to different optimisation
applications. It exploits some of the most effective
search techniques taken from the literature, as well
as some new search strategies. In the case of digita
FIR filter design where the coefficients are
represented by a finite number of bits, TS algorithm
has also provided better results than those of the
literature such as “Simulated Annealing”™ (SA)[13].
SA finds its best application in the design of special
filters, such as Nyquist and cascade form FIR
filters, where we may have numerous or conflicting
constraints. Therefore, the computing cost is
expensive.

The Sequential and Progressive Search (SPS)[3]
method based on an extrapolation of the final
solution from a starting one is aso prohibitive for
high filter order. The starting solution is found
using the Depth First Search (DFS)[12] in a 3 bits
word length.

The performance of TS can be affected by the
choice of the starting solution [1][2][11]. Although
the results obtained with TS are better than those of
the literature, we will show that we can further
improve them using a studied starting point such as
SPS starting point. We will also show that we can
also improve these results using an appropriate
binary  representation, i.e, fixed point
representation instead of power of two.

This paper is structured as follows. In section 2, we
present the problem statements and the
characteristics of the error criterion chosen. In
section 3, the descriptions of the Tabu Search
method (TS), the sequential and progressive search
method (SPS) and the binary representation are
given. The results reported on section 4 deal with
conventional minmax optimisation of FIR digital
filter and are compared to those of other methods.

2.PROBLEM STATEMENTS

Let us consider the design of N-1 order linear phase
FIR digital filter with a frequency response H(f),
usually written as
No-l
H=a  he™" (1)
k=0
There exists four cases of linear phase FIR filter
depending on the filter order, even or odd, and on
the kind of symmetry of its impulse response “hy’,
positive or negative. In [5], it was shown that the
frequency response amplitude of the four cases of
linear phasefilters can be written in the form
rz)— 1
Pi()= A akcos2pfk 2
k=0
where the number of terms, n, is:

n= N/2 or (N-1)/2 or (N+1)/2

and a, related to hy, is the resulting shifted
sequence depending on the considered case.

The function P,(f) is compared with a desired
frequency response amplitude D(f) using a minmax
criterion, as done in the usual optimal linear phase
FIR filter design with infinite precision [6]. During
the optimisation, the objective function to minimise
f(a) is

faG)= maxw(f)D(f)- G () @

F : the disjoint union of al the frequency
bands of interest.
G: filter gain
W(f) : aweighting function defined onF.
D(f) : the desired frequency response
amplitude.

Using Eqg. (2) in Eq. (3) gives

n-1
f:rﬂag(W(f)‘D(f)- Gl3a, cosaofk‘ (4)
k=0

Thefilter coefficients are restricted to the

discrete values
allowed by ‘b’ bit
binary word length.

3.METHODS

3.1.Tabu Search method (TS)
Tabu Search [7]-[10] is a metaheuristic method that

leads the search for the good solution on the
minmax sense making use of flexible memory
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systems which exploit the history of the search. TS
consists on the systematic prohibition of some
solutions to prevent cycling and to avoid the risk of
being trapped in local minima. New solutions are
searched in the neighbourhood of the current one.
The neighbourhood is defined as the set of the
points reachable with a suitable sequence of local
perturbations, starting from the current solution.
One of the most important features of TS is that a
new configuration may be accepted even if the
value of the objective function f(a) is greater than
that of the current solution. In thisway it is possible
to avoid being trapped in local minima.

Among all the visited solutions the best one is
chosen. This strategy can lead to cycling on
previously visited solutions. To prevent this effect,
the algorithm marks as “tabu” certain moves for a
number of iterations. To do this, a so-called tabu
list T of length TT=|T|, named tabu-tenure, which
can be fixed or variable, isintroduced.

Some aspiration criteria which allow overriding of
tabu status can be introduced if that move is still
found to lead to a better cost with respect to the cost
of the current optimum.

This is a characteristic aspect of TS methods,
whose main novelty is the use of flexible memory
systems for taking advantage of the history of the
search.

The previously described memory is the so-called
‘short term memory’. A second kind of memory
called ‘long term’ can also be implemented.

Two main important long term memory concepts,
which should be evaluated, are intensification and
diversification strategies. Intensification strategies
are based on the idea of encouraging move
combinations and solution features historically
found to be good. Diversification strategies, on the
other hand, are designed to drive the search into
new promising regions.

Summing up, the performance of a TS algorithm
depends on the proper choice of the neighbourhood
of a solution, on the number of iterations for which
amove is kept as tabu, on the aspiration criteria, on
the best combination of short and long term
memory and on the best balances of intensification
and diversification strategies.

These choices are closely linked to the problem at
hand and often require expensive “trial and error”
processes.

In [1],[2] the TS method uses as starting point
Parks- Mc Clellan coefficients or random
coefficients. In these cases the results quality, the
performance and the computing time, depend on
these starting points. Our aim in this paper is
provide a suitable starting point. Our starting point
isthat of the SPS method described below.

3.2. Sequential and Progressive Sear ch method
(SPS)

The SPS method is based on the DFS method. Its
major issue of concern is the determination of a
good branching strategy. This strategy is detected
after a study about the effect of the quantization
error on the frequency response, and an
examination of the DFS characteristics.

The DFS cannot be applied for a large processor
word length ‘b’, due to the high number of discrete
admissible values. Therefore, we use this technique
to found an optimal solution in a lower word length
‘Ib" (Ib < b). After, we perform an extrapolation to
reach afinal solutionon ‘b’ bits wordlength under a
set of constraints.

The SPS begins from the discrete optimal starting
solution found by the DFS algorithm in a lower
wordength, 3 bitsin our case. Also, we increase the
precision of the coefficients after defining the
search interval for each one in the upper
wordlength.

In the following sections, the starting solution of
the SPS algorithms is chosen as TS starting
solution.

3.3. Thebinary representation

In this paper, we apply two binary representation :
the power of two and the fixed point representation.
The power of two is used in order to compare the
TS results to those of the literature such as SA, and
TS with Parks-Mc Clellan starting solution. The
fixed-point representation is used in order to
provide an improvement of the TSresults quality.
The coefficient space in both representations is
defined ina’b” bits wordlength as follow:

- Power of two:

. ) )
':'a:a:é_ck@gk, G 1 {-J,O,l},':'J
b :} k=1 i
i1l 52f !
i Ol 112..22 y i
(I b b
- Fixed point:
! g 2k el {o i
ja:a=Ss. , Nigy
p=| 7 AT STy
is={ 11 b
4, RESULTS

The TS algorithm using different starting point was
developed in ANSI C and tested on 400 MHz
Pentium machine. The results obtained are
presented and compared to algorithms in [13] and
in[2]. A filter with length 21 and 6 bits processor
wordlength, excluded the sign bit is denoted by
‘21/6’. Firstly, we will compare the TS
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performance with that of SA reported in [13]. To
better compare the two algorithms, in Table 1 we
present both the maximum weighted error given by
(3) and the normalised peak weighted ripple d/B,
where d is the peak weighted ripple and B is the
mean value of the passband gain.

In this table the results of five low-pass filters
design are reported, with a passband cut-off
normalised frequency of 0.15 and a stopband edge

of 0.25. The number of sampling frequenciesin (3)
is512, gain G variesin the range 0.5-1.0,

The overall quality of the filters designed with TS
and SA is amost the same (up to 0.1 dB) in all
cases. However, the two algorithms are remarkable
different in terms of computational costs expressed
by the total number of function evaluations. In fact,
TS requires from 10% to 50% less calculation than
SA method.

Filter Starting point Simulated Annealing Universal Tabu Search
length (optimum point) (optimum point)
Maximum dB [dB] dB [dB] Number of Maximum dB [dB] Number of
error value function  error value function
evaluations evaluations
2719 0.0126 -33.5 -41.3 849000 0.008498 -41.4 710000
29/9 0.0153 -33.5 -43.1 939000 0.007016 -43.1 630000
31/9 0.0153 -33.5 -43.1 1060000 0.007016 -43.1 627000
33/9 0.0129 -35.7 -44.7 1026000 0.005797 -44.7 725000
35/9 0.0118 -33.5 -44.7 1105000 0.005797 -44.7 546000
Table 1. Results of 5 filter designs and comparison with simulated annealing. Normalised cut-off frequencies are
0.15 and 0.25.
N/b | nfi_ni_te Rounded | TSwith Parks_—M ¢ | Tswithrandom TS with SPS
precision (Power of Cleflan starting starting solution starting solution
two) solution
f(a) Times f(a) Times f(a) Times

8/15 0.057863 0.125033 [ 0.099016 | 2.03 |0.1536214| 32.05 | 0.0979985| 2.03

21/6 0.001989 0.046875 [0.0157447| 10.32 | 0.0658742| 257.56| 0.0153654 | 6.24

8/7 0.057863 0.125663 [ 0.099016 | 1.04 | 0.112546 | 38.54 | 0.0987965| 0.66

20/7 0.003429 | 0.0621487 |0.0120481| 10.17 [ 0.0126542| 336.5 | 0.0120481| 2.65

16/19 | 0.136302 0.167227 | 0.140713 | 6.53 | 0.152633 | 59.50 | 0.1365435| 4.56

Table 2. Results of TS algorithm with different starting solutions compared to reference

method in power of two

N/b Infinite Rounded TS with Parks-Mc . :
precision (Power of Clellan starting TS W|thsroalnu(:?::] starting TS with SPS starting solution
two) solution
f(a) Times f(a) Times f(a) Times

8/15 0.057863 0.057856 0.057681 1.27 0.059980 36.68 0.05709 1.22
21/6 0.001989 0.051301 0.031250 5.88 [ 0.037500 289 0.03125 3.25

8/7 0.057863 0.063677 0.0636766 1.32 | 0.0758421 85.56 0.06355 1.01
20/7 0.003429 0.021929 0.015625 549 [ 0.018750 268.65 0.015625 354
16/19 | 0.136302 0.136303 0.135806 5 0.145610 78.65 0.13569 4.1

Table 3. Results of the Tabu Search algorithm with different starting solutions in the fixed

point representation
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Secondly, it is shown how a proper choice of the starting solution can greatly affect the goodness of the
solutions. The three first filters in the Table 2 and 3 have the passband edges (0,0.159) and the
stopband edges (0.295,0.5), the fourth filter has the passband edges (0,0.307) and the stopband edges
(0.35,0.5) and the last filter has the passband edges (0,0.08) and the stopband edges (0.16,0.5). All the
filters have equal weights in passbands and stopbands and unitary gain. In all examples the results of
TS with SPS starting solution are better than others in the same case. As seen in Table 2, the computing
time for TS using a random starting solution is the biggest for a less performance. However, the results
of TS using Parks- Mc Clellan solution requires a quasi-equal time to that of TS using SPS starting
solution for a less performance. In table 3, we improve the performance of TS algorithm using a more
representative binary representation fixed point™. We can see that the results obtained are better in most
cases to those of table 2. The reduction of computing time and improvement of performance are due to
the high number of admissible values in the fixed-point representation. This provides a fast and a good

solution.
5. CONCLUSION

The Tabu Search algorithm combines the most interesting and effective search techniques designed by

several authors with new ideas and strategies aiming to satisfy simplicity and versatility. In this paper,

an improvement of TS algorithm for digital FIR filter design using a new starting solution and a new
binary representation is presented. The main target was to choose an independent starting solution from

that of Parks-Mc Clellan one, which uses rounding to infinite precision solution. Therefore, we use a

discrete starting solution directly chosen from the processor discrete space. The obtained results when

compared to those of other strategies are better in all cases.

As a second improvement is the use of fixed-point representation which provides a larger coefficients

space than that of power of two for the same wordlength. This yields better performance.

Asafuture work, the application of the Tabu Search algorithm for the IR filter will be studied.
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ABSTRACT

It has been shown that the branch and bound technique
is effective for the design of finite wordlength optimal
digital filters. This technique is however expensive in
computing time. In this paper, we present a robust
branch and bound branching strategy named Sequential
and Progressive Search, improving the design of filters
on a large wordlength processor in a reasonable
computing cost. The details of the algorithm and many
examples are given and compared to the other methods.

I.INTRODUCTION

For finite wordlength coefficients digital filter design,
it is often desirable to use agorithms whose output
quality can be adjusted depending on the availability of
resources such as computing time and precision.

Remez Exchange Algorithm is usually applied for the
design of infinite precision linear phase (FIR) filters
[6]. When these filters are implemented on a Digital
Signal Processor with a special purpose-hardware, each
filter coefficient has to be represented by a finite
number of bits (bwl) smaller than that used on a
computer. The simplest and the most widely used
approach to the problem are the rounding of the
optimal infinite precision coefficients to its (bwl) bits
representation. However, the filters obtained are
degraded and in most case there exists another set of
finite word length coefficients, which gives the best
Chebyshev approximation to the desired frequency
response. To find these coefficients, it is necessary to
include the finite word length restriction into the filter
design. In this case, the optimisation problem becomes
a complex problem, where a general investigation of
the optimal solution requires a prohibitive computing
time. To solve this problem, many optimisation
methods have been applied to discrete coefficients FIR
digital filters design. Simulated annealing technique
[2,3,4] has proven to be effective in many cases, but
requires a large number of function evaluations and
does not guarantee the optimal solution.

The linear integer programming formulation [1], [7]-
[9] was applied as a discrete optimisation method on
the minmax criterion. Although, it is possible to obtain
an optimum result, the computing time required even
with the high-speed supercomputer of today, prohibits
the application of these techniques for high order
filters.

Optimisation technique in the coefficients discrete
space, and in particular branch and bound method, was
used to solve this discrete optimum problem. This
method based on implicit enumeration techniques, also
requires an expensive computing cost [7,8,10,14,15].

In many local search methods based on the branch and
bound technique, such as the Depth First Search (DFS)
and the Breadth First Search (BFS), the solution found
is better than that obtained from the direct quantizing
from infinite precision filter. However, the computing
cost is expensive for large wordlength processor and
high order filters [10], [14], [15]. Even for (BFS) the
solution could not be optimal. This is related to the

estimation accuracy of the branch susceptible to
contain the best solution.

In this paper, we present a different view on the
branching strategy and present a new method named
« Sequential and Progressive Search » (SPS), based on
the branch and bound technique in the minmax sense.
Compared to the Depth First Search method (DFS), the
number of function evaluations is smaller and it
depends on the filter length without degrading the
performance of the algorithm.

In section |1, we present the problem statements and
the characteristics of the error criterion chosen. In
section 111, the description of the proposed optimisation
method, the sequential and progressive search method
(SPS) is given. The results reported on section 1V deal
with conventional minmaxoptimisation of FIR digitals
filters and are compared to those of other methods.

II.PROBLEM STATEMENTS

Let us consider the design of N1 order linear phase
FIR digital filter with a frequency response H (f)
usually written as

N-1 X
H(f)= & he®* (1)
k=0

In [5], It was shown that the frequency response
amplitude of the four cases of linear phase (FIR) filters
could be written in the form of:

Py()= & acosaik @
k=0

Where the number of terms, n, is:
n=N/2 or (N-1)/2 or (N+1)/2

and & is the resulting shifted sequence depending on
the considered case. The function R(f) is compared
with desired frequency response amplitude D(f) using a
minmax criterion, as done in the usual optimal (FIR)
filter design with infinite precision [6]. The weighted
approximation error e, is given by

en= (ng'fga)rpiagW(fﬂD(f)- (D ©®

- F: the union of al the frequency bands of interest.
- W (f): aweighting function defined on F.
- D (f): the desired frequency response amplitude.

Using Eqg. (2) in Eq. (3) gives

n-1
e,= min maxW(f)D(f)- & a, cosfk| (4)
(coeff.a) fl F k=0

The filter coefficients are restricted to the discrete
values allowed by (bwl) bit binary word length.
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I11. OPTIMIZATION METHOD
‘SEQUENTIAL

AND PROGRESSIVE
SEARCH’ (SPS)

We consider the problem of filter design with an extra
constraint imposing a limit on the word length of the
coefficients a, k=0,1,...., N/2. Using the fixed point
representation, we can express the discrete coefficient
8 asalinear combination:

lw| = é yik2! k=0,1,...,N2. (5

Where (bwl) is the binary bit allowed for the filter
discrete design and ‘j’ is the binary bit indication. yjy is
a bhivalent variable only fixed to only take the values
‘0" or ‘1. Hence, the frequency response amplitude
P, (f) could be expressed as

no-l b\/\ﬁ-l i
P)= a s( a yjx2')cospfk. (6)
k=0 j=1

Wheresisthesignof ‘a,’ ,s(=-1or +1).

It is not possible to find the optimal filter coefficients
at (bwl) bits wordlength processor using the DFS
method, owing to the long computing time required.
But we can calculate these filter coefficients filter in a
lower wordlength, (bbN) binary bit ( bbN £ bwl) with
such amethod. a could be expressed as

bboN—l r
|ak(0pt)|= a yj,k(opt)ZJ k=0, 1,...., N/2. (7)
j=1

the coefficients related to the optimal digital
filter at (bbN) wordlength.
‘i’ binary bit value of the &) coefficient.

ak(opt)

Yjk(opt)

The proposed method, named Sequential and
Progressive Search (SPS) takes this optimal solution as
a starting point (starting solution) for its branching
strategy in order to design filters with a higher
wordlength discrete coefficients. Using the optimal

solution in the minmax sense found by the (DFS)
method in the (bbN) binary bits wordlength, we
calculate with the SPS algorithm the solution at (bwl)
bits (bbN £ bwl).

First, the coefficients are found at the (bbN+1) binary
bits on the minimax sense using a local investigation in
a reduced discrete search space. This reduced space is
defined using the previous solution. Then we increase
gradually the wordlength and calculate the new
solution till reaching the (bwl) (the required word
length). For each step ‘i’, we define a lower bounding
function e,;, which can be written as

eri(@= min maxW(f)D(f)
(coeff.a) f1 F

n;1
3 a.cosdfk| (8)
k=0

e, (@ is defined as the lowest value of the error
function for & solving the following program which
satisfy (8) under the conditions:

PONLE Ny =1 N2 (93)

2PN Ls BN =g N2 (9b)

aEbN isthe coefficients a, represented by bbN bits

M interval chosen to contain the solution.

The implementation of a continuous value in two
different wordlengths of the fixed point representation
does not offer two equal discrete values. The maximum
difference between these discrete values is the
guantization error ‘+tLSB’ (least sided hit) due to both
truncation (+L SB) and rounding (+1/2.LSB).

Therefore, we have overestimate the u value between
the (bbN) and (bwl) wordlengths to

g =LSB = 2(PPND), (10)

Substituting Eqg. (10) and Eq. (7) in Eq. (9)

boN | bbN-1 o
a yx2'£ a Yiko2 2D (114q)
j=1 i=1
boN ‘ bb['\l 1 1
a yj2's a Yikopy2' —2OND (11p)
j=1 =1
Developing Eg. (11) we obtain
bbiy- 2
a vyj k(opt)2 + a YJkZI £
ha | b\
bbh‘ 2 " BN, -(boN-1)
a  YikoZ tYoonakopy2  +2 . (129
j=1
bbly- 2
a vy, k(opt)ZJ+ a YJkZI s
j=1 j=bbN-1
bbly-2 " obN (BN -1)
A VYikon2 HYoonikopy2 -2 . (12b)
j=1
After simplifications, We have
Yook 2 g/bN - £
YbbN- Lkgopy - 277 + 2( ) (139)
Yoonk- 2PN +ypong. 200N 3
YbbN-Lk(opy - 27 - 2OPND (13b)
hence,
YbbN-1k +ybbN,k2-11 £ Yion-1x(0pt1 (144)
YbbN-1k PYboNkZ 3 Ybon-1k(opt)L (14b)

The problem is restricted as resolving two eguations
with two variables (x1,x2) on the form of
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alx1+a2 x2 £ bl
alx1+a2 x23 b2

(15a)
(15b)

(a1, a2, bl, b2) are constants.
al=1, a2= 2", bl=y,+1, b2=y -1,

and where y, is the previous calculated optimal
solution. (inthiscase Yp=Ypon-1k(op)

Hence, we obtain a small grid containing admissible
values, from which we choose the solution sequence
(x1, x2) which gives the smallest value of maximal
weighted error.

This procedure is iterated for each coefficient
increasing the word length, until reaching the desired
word length, in which the design of discrete
coefficients digital FIR filter was required.

Denoting that this method does not affect the bivalent
variable from 1 to (bbN-2) bits obtained by the optimal
method ‘DFS'. Therefore, it improves the coefficient
precision, adding required bits from (bbN-1) to (bwl),
related to the optimal sequence, in order to well define
the coefficient value.

In this paper, we have chosen the fixed point
transformation as shown in (Eg5). We can show that an
extension to the other binary representation such that
floating point or power of two could be easily done.

VI.RESULTS

The algorithm has been tested using cases reported in
literature. The software algorithm was developed in
Matlab and tested on 300 MHZ Pentium machine. The
results obtained are presented and compared to
agorithms in [3,15]. The reference numbers indicate
where the filters are taken. A filter with length 24 with
9 bits in quantization, excluded the sign bit is denoted
by ‘24/9'.

The starting points are calculated by (DFS) in discrete
coefficients wordlength of bbN=3 bits. The two first
filters in the Table 1. have the passband edges (0,0.1)
and the stopband edges (0.1125,0.5), the third filter has
the passband edges (0,0.08) and the stopband edges
(0.16,0.5), the fourth filter has the passband edges
(0,0.159) and the stopband edges (0.295,0.5) and the
last filter has the passband edges (0,0.307) and te
stopband edges (0.35,0.5). All filters have equal
weights in passbands and stopbands. In al examples
the results are better than those obtained in the
indicated references. The reference agorithms are
Simulated Annealing (SA) [4], the Breath First Search
(BFS) [15] and the Depth First Search (DFS) [15]. In
table 1, the results are given both in the approximation
error and the design times. A comparison measures the
number of function evaluations between (DFS) and
(SPS) algorithms of all filters of Table 2. The reduction
in the number of function evaluationsis at least in the
order of 4500.

| N/bwl -I- -11-
15/5 8.52891033 .10 1171875
21/6 6.20506086 .10*° 195312500
15/7 6.76752340 .10'° 1953125
20/7 1.18059162 .10%* 48828125
16/19 1.46149048 .10™® 12405426
24/9 3.16993821 .10°2 1708984375

Table 2. Number of the Function of Evaluation of the
SPS Method Compared to DF S method [15].

I- Number of function evaluations by "DFS’ [15].
I1- Number of function evaluationsby * SPS'.

Filter length/ N bbN bwl Infinite Rounded [ref]/ Time's SPS/ Time
Word length Precision seconds seconds
8/15[15] 8 3 15  0.05766 0.05765  0.05762/ 50 0.05759/19
21/6[4] 21 3 6  0.02099 0.07223  0.07115/ 5 0.04687/ 79256
8/7[15] 8 3 7 0.05760 0.06356 0.06355/ 93600 0.06355/ 0.06
20/7 [15] 20 3 7 0.00344 0.02191  0.02005/ 10 0.016321/20256
16/19[15] 16 3 19  0.13590 0.13590  0.13961/ 1180 0.13580/11830

Table 1. Results & Comparison for Filter Design Cases Use the SPSMethod.
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V. CONCLUSON

In this paper, a new approach to finite wordlength coefficient (FIR) digital filter design using the
branch and bound technique is presented. The main feature of this approach is its applicability to the
design of filter in a processor with a large wordlength. The computing time in such processor
wordlength would be prohibitive using the Depth First Search (DFS). The obtained results when
compared to the other algorithms and local search methods [4], [15] and [16] are better in all cases. In
the examples, the limitation of the search domain does not seem to degrade the performance of the
algorithm. As afuture work, the improvement of the algorithm for long filter order will be studied.
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ABSTRACT

In this paper we outline the experiments of the
Iterative Least Square Direct algorithm on several
filters. The experiments of these methods,
compared to standard methods, demonstrate the
feasibility and the good performance of this novel
approach. It is also shown the small agorithmic
complexity of this approach.

. INTRODUCTION

Many large-volume electronic consumer products
are based on digital signal processing (DSP).
Digital filters are integral parts of many digital
processing systems, including communication
systems, control systems, systems for audio and
image processing and systems for medical
applications. In DSP systems, the signal that
contains the information of interest is represented
by a sequence of numbers, so called samples.

The DSP system operates on this input sequence of
numbers to form an output sequence. In general, the
overall aim of a signal processing system is to
reduce the information content, or to modify it so
that it can be efficiently stored or transmitted over a
transmission channel.

Examples of such DSP algorithms are digital filters,
fast Fourier transform (FFT), discrete cosine
transformation (DCT), and wavel et transforms.

In this paper, we are mainly interested on the first
case, and especially on the filter design directly on
the discrete space. Many standard methods for this
purpose use the Chebyshev approximation. As an
example, Remez Exchange Algorithm is usually
applied for the design of infinite precision linear
phase (FIR) filters [9]. For (DSP) implementation,
the most widely used approach to the problem isthe
rounding of the optima infinite precision
coefficients to its wordlength representation.
However, the filters obtained are degraded and do
not fulfill the spectral requirements for which they
are expected.

Sequential and Progressive Search method (SPS)
[13] is performed for the design of finite precision
(FIR) filters for both minmax and least square
approximation. Although it is possible to obtain
optimal filter, the algorithm is unfeasible for long
filter order.

The Tabu Search (TS) algorithm [3],[4],[5].[6] has
proven high performance and low algorithmic
complexity. Especially for the latter case, it seems
that no algorithm could cope with (TS). The TS tool
has also proven to be both versatile and easy to use,
thus rapidly allowing its customisation to different
optimisation applications. It exploits some of the
most effective search techniques taken from the
literature, as well as some new search strategies. In
the case of digita FIR filter design, al (TS)
algorithm applications have been used on the
minmax sense. This paper is formulated with
convenience that versatile methods performances

are not affected by the approximation criterion. Least
square approximation is the criterion of the choice of
much DSP application where minimising error energy
or error power isdesired.

In this paper, we present digital filter design method
based on least square approximation. It is called
Iterative Least Square Direct method (ILSD) [1]. The
method purpose is the filter design solution updating
using severa iterations. We have chosen the Tabu
Search (TS) algorithm in order to compare the (ILSD)
algorithm performance and cost function.

In section |1, we present the problem statements and
the characteristics of the error criterion chosen. In
section 111, an overview of the (ILSD) method is given.
The algorithm modules are depicted in section V. The
results reported on section V deal with conventional
Least Square optimisation of FIR digital filters and are
compared to those of Tabu Search method.

II.PROBLEM STATEMENTS

Let us consider the design of N1 order linear phase
FIR digital filter with a frequency response H(f)
usually written as

"t

Hf) =a he™™ (1)

k=0
In [8], It was shown that the frequency response
amplitude of the four cases of linear phase (FIR) filters
could be written in the form

n-1
P.f)= & accos2pfk 2
k=0

Where the number of terms, n, is:
n(= N/2 or (N-1)/2 or (N+1)/2)

And g is the resulting shifted sequence depending on
the considered case. The function R(f) is compared
with adesired frequency response amplitude D(f) using
the least square criterion. The approximation error &, is
given by

= =& (- P @
n Nf 0 1 n 1

-i=1.2,...,Nf-1

- Nf : Number on Sample frequency selected.

- D(f) : the desired frequency response amplitude. For
an ideal low passfilter we have

D(f)=1 if
D(f)=0 if

f,1 bandpass.
f,1 stopband .

Hence, Eq. (3) will be

1 { k‘;]'I
€= —
TN,

2N
- P()] + &

Pn(fi)|2} )

The filter coefficients are restricted to the discrete
values allowed by (bwl) bit binary word length. In this
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paper we have chosen to use the fixed-point and
power of two representations. The power of two
representation yields a set of admissible values (D)
which is defined as follow :

Qoy

: %, g { 1,01}9
aa-= C ) - A
D=| S

i
1Okl

=
1

1
|

oo} b

—

N

1,

where b is the maximum number of shifts.

1. OPTIMIZATION METHOD

‘ITERATIVE LEAST SQUARE DIRECT
METHOD’ (ILSD)

The (ILSD) method [1] copes with two main
problemsin the discrete filter design:

The Least Square method (LSD) [2], [14]
problem, which consists on the choice of the
starting point and the order in which the other
coefficients are considered.

The problem of Depth First Search [14], which
is the prohibitive computing time in the case of
long filter order.

Therefore, this method has been performed in much
iteration in order to improve the (LSD)
performances.

To describe the (ILSD) method, we choose the
following example:

Let us consider a filter defined by two coefficients
{h(0), h(1)}. The processor wordlengh provided

IS (le) and ‘av’ amissble

values could be represented.

The (ILSD) method runs as follows:

First, (LSD) is used to calculate the coefficients hg(0)
and hi»(1). Let us denote the filter design error by E.
hisg(0) is fixed, then hg(l) will vary in ddiameter
discrete values range centred around hi(1) (d<av).
Indeed, at each discrete combining, the least square
design error is calculated. Let us denoteit by Ej .

If Bisqg < B, then E = Ejsg and will be the reference
error.

At the same manner, h;s4(1) isnow fixed and h;(0) will
vary in d discrete values range. By is calculated again
and compared to E;.

This procedure is iterated many times till the error
variation will vanish. Let DEr isthe error variation:

DEr=Er( actual iteration)—Er(previous iteration) 5)

Which is provided by the fina filter coefficients
(h”Sd(O), hilsd(l)) after (|t) iterations.

IV. THE ALGORITHM

The (ILSD) algorithm is subdivided in two parts as
depicted in Figure 1:

The first part represents the (LSD) algorithm
outlined in [2], [14], in which the filter coefficients
are sequentially computed.

The second part represents the iterative method
which emphases are the (LSD) performance
improvement. This is due by a local search of the
new solution providing a low error design in the
neighbourhood of the previous. Regarding the
wordlength, the parameter (d) is fixed.

LsD LSD coefficients

method

L ocal search around the LSD
. coefficientsfor the best Least square >

ILSD coefficients

approximation

Iterative chain to improve the previous results

Figurel The procedure of the Iterative L east Square Direct method

162



Filter length/Wordlength Infinite precision  Rounded TS/ Time (sec) ILSD/ Time (sec)
8/7 0.0374 0.0358 0.0358/ 2.02 0.0356/ 1.9
8/15 0.0374 0.0374 0.0372/ 30.22 0.0314/ 11
8/19 0.0374 0.0374 0.0373/ 14.25 0.0314/ 302
16/15 0.0706 0.0706 0.0596/ 73.47 0.0389/ 120
16/15 0.0829 0.0829 0.0818/ 78.24 0.0472/ 163
56/13 0.0049 0.0049 0.0049/ 465 0.0030/ 153

Table 1. Results of ILSD Filter Design compared to TS in fixed-point representation

| Filter length/Wordlength Infinite precision Rounded TS/ Time (sec) ILSD/ Time (sec)
8/7 0.0374 0.1270 0.1270/ 10.84 0.1270/ 0.88
8/15 0.0374 0.0624 0.0556/ 10.06 0.0512/ 55
8/19 0.0374 0.0624 0.0477/ 10.37 0.0461/ 110
16/15 0.0706 0.0748 0.0748/ 47.35 0.0399/ 80
16/15 0.0829 0.0847 0.0704/ 71.57 0.0524/ 62
56/13 0.0049 0.0236 0.0236/ 415 0.0173/ 85

Table 2. Results of 1L SD Filter Design compared to TSin power of two
representation

V.RESULTS

The (ILSD) algorithm has been tested and compared to Tabu Search algorithm using cases
reported in literature. The software algorithm was developed in MATLAB and tested on a 300 MHz
Pentium machine. A filter with length 8 with 7 bits in quantization, excluded the sign bit is denoted by
‘8/7'. The starting points for (TS) algorithm are chosen depending on the filter case. They could be
Parks-Mc Clellan coefficients, random values or zero-values. Table 1 and Table two represent the
application of (ILSD) using the fixed point and power of two representations respectively. The three
first filtersin the Table 1 and 2 have the passband edges (0,0.159) and the stopband edges (0.259,0.5).
The fourth filter has the passband edges (0,0.318) and the stopband edges (0.371,0.5), the fifth filter has
(0,0.05) passhand edges and (0.104,0.5) stopband edges and the last filter has the passband edges
(0,0.31) and the stopband edges (0.35,0.5). All the filters have equal weights in passbands and
stopbands. In all examples the (ILSD) performances are better than those obtained with Tabu Search.
The computing time varies from a example to another. The ILSD algorithm presents low algorithmic
complexity than (TS) algorithm when long filter order is used. In the case of large processor
wordlength, the (ILSD) computing time is relatively longer than that of (TS) but still remain reasonable
(hundred seconds). In general, using both factors performance axd computing time, it is clear that
(ILSD) takes the advantage.

VI. CONCLUSION

In this paper, an evaluation of the lterative Least Square Direct algorithm (ILSD) for digital
filter design on several examples is presented. The concept is mainly based on an iterative filter
approximation in the coefficients discrete space. The comparison with Tabu Search (TS) algorithm
demonstrates the good (ILSD) agorithm performance and large applicability to a high range of filters.
Furthermore, (LSD) presents lowest agorithmic complexity. The next forthcoming step consists on
how to well define the local discrete diameter in order to guarantee the optimality. A deeper
mathematical study ison going.
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